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Binleitung 


F. Londons Übertragung der Maxwellschen Elektrodynamik 
auf die Supraleitung, dargestellt in seiner Broschüre „Une conception 


Stelle zu zeigen suchte?), nicht nur in der Deutung des Meßrer- 
effektes und der Dauerströme in supraleitenden Ringen, ondern 
auch an neueren Versuchen so gut, daß man sie ernsthaft ls 

Grundlage für die weitere Forschung ip Betracht ziehen muß. Aber _ 
sie ist nicht vollkommen, Eigentlich enthält jene Schrift mehrere __ 
Theorien, die zwar in wesentlichen Zügen übereinstimmen und ins- = Ba 
besondere, was die stationären Vorgänge anlangt, zu den gleichen _ 
Ergebnissen führen. Aber während nach der einen Fassung (§ 5) — 
die elektrische Ladungsdichte im Supraleiter ungedämpfte Schwin- 

gungen von optischen Frequenzen ausführen kann, die zwar nach 
außen nicht wirken, solange der Supraleiter als solcher besteht, = 
die sich jedoch beim Phasenübergang zum Normalleiter bemerkbar —_— 
machen müßten, ist nach einer anderen Fassung (§ 11) die Dichte 
notwendig Null, obwohl man doch gewiß Elektronen in den Supra- 
leiter schießen kann, die dort stecken bleiben und so Ladungen 
erzeugen. Mit den optischen Eigenschaften der Supraleiter beschäftigt = 
sich die genannte Schrift überhaupt ni:ht, wohl deswegen, daß ur 
Zeit ihres Erscheinens Versuche darüber noch nicht bekannt waren. __ 
Unser §6 soll zeigen, daß die letzte Fassung der Londonschen __ 


1) Paris 1937. 
2) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 43. S. 274. 1942. 
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‘iba (a. a O., 8 11), mit der unsere Ausgestaltung in diesem 


Punkte übereinstimmt, durchaus die inzwischen festgestellte Tatsache 
erklärt, daß sich Reflexions- und Absorptionsvermögen für Licht- 
und Wärmestrahlung am Sprungpunkt nicht ändern?) Schließlich 
bringt unsere Ausgestaltung auch die von London angestrebte, aber 
nicht erreichte relativistische Formulierung der Theorie, welche für 
den inneren Zusammenhang der beiden Londonschen Gleichungen 


AI = 


von Bedeutung ist [vgl. unten Gl. (7) und (15)]. 

Wir behalten von der letzten Fassung der Londonschen 
Theorie (§ 11 der genannten Schrift) den Gedanken bei, daß der 
gewöhnliche, dem Ohmschen Gesetz gehorchende Strommechanismus 
auch im Supraleiter besteht, daß sogar die Leitfähigkeit sich beim 
Übergang in diesen größenordnungsmäßig nicht ändert, daß aber 
neben diesen ein neuer, von den Londonschen Gleichungen be- 
herrschter Supraleitungsmechanismus tritt. Diese beiden Mechanismen 
sollen ganz unabhängig voneinander sein, jedem schreiben wir eine 
eigene Kontinuitätsgleichung zu. Auf dieser Grundlage entwickeln 
wir eine Erweiterung der Maxwellschen Theorie, die in sich zu 
keinen unglaubhaften Resultaten führt, und die bisher bekannten Er- 
fahrungen alle zwanglos erklärt. 

Noch in anderer Richtung möchten wir über London hinaus- 
gehen. Wie eine Reihe von Versuchen zeigt, ist die Eindringtiefe 
des stationären magnetischen Feldes von der Temperatur des 
Supraleiters abhängig?); sie wächst, wenn sich diese von unten her 
der Sprungtemperatur nähert, und es hat sich bei den vorliegenden, 
wohl noch nicht endgültigen Versuchen keine obere Grenze für 
sie gezeigt. Es scheinen Zweifel erlaubt, ob der Meißnereffekt, die 
Verdrängung des Magnetfeldes aus dem Inneren, überhaupt sogleich 
am Sprungpunkt einsetzt, oder ob er sich erst bei weiterer Ab- 
kühlung (dann allerdings sofort) einstellt’). Jedenfalls schreitet er bei 
dieser Abkühlung rapide fort. Wie dem auch sein mag, unsere 
Ausgestaltung der Supraleitungselektrodynamik soll die Temperatur 


1) J.G.Daunt, T.C. Keely u.K. Mendelssohn, Phil. Mag. 23. S. 264 
1937; E.Hirschlaff, Proc. Cambridge Phil. Soc. 33. S. 140. 1937; R. Hilsch 
Phys. Ztschr. 40. 8. 592. 1939. 

2) T. 8S. Appleyard, J. R. Briston u. H. London, Nature 143. 8. 433 
1933; D. Shoenberg, Natnre 143. S. 434. 1939. 

3) Geschieht der Phasenübergang in einem Magnetfeld, also bei einer 
Temperatur unterhalb des Sprungpunktes, so setzt der MeiBnereffekt allerdings 
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und damit die kennzeichnende Konstante 4 der Londonschen 
Gleichungen als Funktion der Zeit betrachten, desgleichen die Leit- 
fähigkeit co. Mit wachsender Temperatur nimmt 4 zu, da cYA die 
Eindringtiefe ist. Um die Anwendung der Theorie auf inhomogene 
Supraleiter, etwa solche mit räumlich veränderlicher Temperatur oder 
auf Legierungen variabler Zusammensetzung, zu sichern, nehmen 
wir o und A als auch räumlich veränderlich an, sofern wir nicht das 
Gegenteil ausdrücklich betonen. 


81. Die Grundgleichungen 
Die Grundlage bilden selbstverständlich die Maxwellschen 
Gleichungen mit der Vereinfachung, daß wir Dielektrizitätskonstante 
und magnetische Permeabilität gleich 1 annehmen dürfen. Sie 
auten in dem Bezugssystem, in welchem der Supraleiter ruht, und 


(3) 
“ 
Nun aber zerlegen wir die Stromdichte 
= in den Ohmschen Strom 3° und den Londonstrom X. Gilt für 
jenen die Ohmsche Gleichung 
ir so fiir diesen die erste Londonsche Beziehung ) 
e 
h Indem wir zwei unabhängige Leitungsmechanismen annehmen, zer- 
legen wir auch die elektrische Dichte 
8 
| 
r in zwei Teile und nehmen die beiden Kontinuitätsgleichungen — 
4 (9) divg’ + 0, divgy + — 
h 
3 ‘ 1) Indem wir annehmen, daß die Dauerstromversuche für inhomogene 
| 


Supraleiter ebenso ausfallen, wie für homogene, müssen wir (vgl. § 5) diese 
Schreibweise der älteren Formulierung 


cirot 3'=—§ 


=- 
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(10) 


Dann lassen sich zusammenfassen 
Gl. (1) und (8) zu Gl. (2) und (4) zu 
IM, 
dx, + me, 4 
, OM, , OM 
8 1 12 
+ Oz, + 0. 


| a die Umschreibung der Ohmschen Gl. (6) ist bekannt. Man 
unterscheidet vom Viererstrom eine a 


deren 4. im Ruhsystem 0 ist, die 
Komponenten im gleichen System 


(12) A=P,= “usw. 


sind. (¥ ist hier die mit den Komponenten 


von (6) lautet dann 


(13) = dh. 4°=— Y, 


Braunschweig 1921, Kap. VI (Minkowskische Elektrodynamik). 


an, während aus (2) und (4), wie bekannt, diese Gleichung nur 
für den Gesamtstrom % folgt. 


Wir wollen dieses System von Gleichungen in eine relativistisch 


invariante Form bringen‘), Dazu führt man bekanntlich neben dem 
Viererstrom P mit den Komponenten P, = 24, + 04q,),-+-, P,=to 
(bezogen auf ein System, in welchem der Körper die Geschwindig- 
keit q besitzt), den Sechservektor M des elektromagnetischen Feldes 
mit den (ebenfalls für jedes Bezugssystem gültigen) Komponenten- 
werten ein: 


NM, M,u=-16,, 


- Die invariante Schreibart 


P= 


1) Vgl. hierzu etwa M. v. Laue, Das Relativitätsprinzip I, 4. Aufl, Be. 4 


2) Man bestätigt leicht, daß 
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+ ist, daß folglich im Ruhsystem A, = 0 gilt, wie der Text angibt. f 
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Neu aufzustellen ist aber die invariante Gestalt der Londonschen 
GL. (7); sie ist enthalten in den 6 Beziehungen 


6(AA,!) A.) 


wenn man in diesen die Indizes p und gq als 1, 2, 3 wählt. Dies 
sieht man an (12) und (10). Aber in (14) sind noch 3 weitere Be- 
ziehungen enthalten; ‚setzt man p=1, 2, 3 und gq = 4, so findet 
man, da im Ruhsystem Aj =0 ist, die zweite Londonsche Gleichung 


(15) 


Auch diese Gleichung wollen wir als gültig annehmen. Diese 
neue Voraussetzung stützen wir erstens auf dgn dargelegten relativisti- 
schen Zusammenhang mit (7), zweitens auf die Tatsache, daB man 
aus m re nach ¢ und durch Vergleich mit (1) 


3.03%) 
rot (2 _ = 0. 


Aber keine dieser Stützen läßt sich zum zwingenden Schluß aus- 
gestalten. Wäre (15) unrichtig, so müßte man statt (14) eine andere 
relativistische Form für (7) suchen, was zweifellos möglich, nur 
nicht so einfach wäre. Übrigens können wir uns auch so ausdrücken, 
daß wir statt (7) sogleich die Formel (14) in unsere Grundlagen 
aufnehmen’). 

Die Grenzbedingungen fir das Ruhsystem lauten wie in der 
Maxwellschen Theorie: Stetigkeit der Tangentialkomponenten von €, 
während ein Sprung beim €, gleich der Flächendichte ist; Stetigkeit 


_ aller Komponenten von §, auch von §,, da wir den Supraleiter 


als unmagnetisierbar betrachten; schlieBlich Stetigkeit der Normal- 
komponente $, + oe des Gesamtstroms. Für die Grenze zwischen 


zwei Supraleitern pA folgt noch aus (7) das Verschwinden der 
Flächenrotation, d.h. die Stetigkeit der Tangentialkomponenten des 
Vektors A$’. Dies paßt zu (15) und der Stetigkeit der Tangential- 
komponenten von © Wo der Londonstrom einer Grenzfläche parallel 
_ fließt, hat er demzufolge im besseren Supraleiter, d.h. dem mit der 
kleineren Eindringtiefe und kleinerem A, die größere Dichte. 

Damit haben wir unsere Voraussetzungen vollständig aufgezählt. 


1) Auch F.London hat, wenngleich mit konstantem A, G1.(15) angenommen, 
aber ihre Verknüpfung mit (7) durch die relativistische Gl. (14) nicht bemerkt, 
schon weil ihm der Begriff der Viererleitung im Gegensatz zum Viererstrom fehlt. 
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§ 2. Allgemeine Folgerungen für homogene Supraleiter — 
Wir setzen hier o und A als räumlich konstant voraus. An 
GL. (2) — wir die Rotation: 
= = cle rot + rot ¥° + rot} 


1 


+ orot€ + rot gt). 


Indem wir dann von (1) und (7) Gebrauch machen, überdies die von 
London eingeführte Beziehung 


(16) 
berücksichtigen, finden wir: 


1 2 


B= cV2 ist danach die Eindringtiefe eines stationären Feldes 
(vgl. auch § 4). 
: Bei veränderlicher Temperatur wird # als Funktion der Tem- 
A _peratur auch Funktion der Zeit t. Gl. (18) muß, wenn man # wachsen 
läßt, das Fortschreiten des Meißnereffekts mit sinkender Temperatur 
_ beschreiben, vielleicht sogar, wenn wirklich unmittelbar am Sprung- 
_ punkt die Eindringtiefe unendlich, also 8 =0 sein sollte, dessen 
_ Entstehung. Doch gehen wir auf diesen Punkt hier nicht näher ein. 


a Ahbnlich‘schlieBen wir aus (1), (2), (5) und (15): ies 
198 ‘1/a€ age. ag 

+ 
1 1 de di 
te 


An die Seite der für die magnetische Feldstärke geltenden Differential- 
- gleichung (17) tritt somit für die elektrische Feldstärke: 


| 
| 
ac on man r auc en: 
4 
— 
dt ge 
von jener nicht unterscheidet. == = jé-= 
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Far die Käsiamen setzen wir nun ihren Wert aus (19) ein und er- 


(20) 


_ Auch in ihr fallen für isotherme Vorgänge die Summanden der 


and weiter aus der Kontinuitätsgleichung (9) für $°: 


Andererseits geht aus (15) durch Divergenzbildung unter Berti - 


sind zwei Differentialgleichungen zur der Einzel- 
dichten 9° und als Funktionen der Zeit t. 


4 gleichungen des vorigen Abschnitts erheblich. 


71 
Bilden wir weiter an (17) die Rotation, so folgt in Hinblick auf (2): 


1 de d€ 


a8 


halten so als für den Gesamtstrom 3: 
| rot rot 3 + + #3 
ag 1 do 
rechten Seite, durch welche sie sich zunächst von (17) unter- 


scheidet, fort. 
Aus (6), (4) und (8) folgt: 


div’ = adivE = + 


(21) + +o) = 0 


sichtigung von (4) und (8) hervor: wert 


di 
(22) ise ar tete=0 


§ 3. Isotherme Vorgänge in homogenen 


Im Falle konstanter Temperatur sind die Differentialquotienten 
von A und o nach ¢ gleich Null. Dies vereinfacht, die Differential- 


Die Differentialgleichungen (21) und (22) lassen dann zur Lösung 
den Ansatz zu: 


(23) | P°(z,, 2, = 
und gehen dadurch in die algebraischen Gleichungen tber:, _ 
0, 


A 


(27) divE=0, div¥=0; 
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Nullsetzen der Determinante ergibt als Bestimmungsgleichung fir a: 
deren Wurzeln sind: 
1 4 
(24) a(1+w), a, = zo(l-u), a, =0, (w = 
Dazu gehören die Verhältnisse P'/P°: 


1 


1 P. 
8) 


1. 


Die allgemeine Lösung lautet daher: 


Om A, A,, 
(26) 


s(l—w) A, eat - 


wobei die Ortsfunktionen 4,, A,, A, den Anfangsbedingungen an- 
zupassen sind. Man kann z.B. für ¢ = 0 die Einzeldichten o° und o', 
dazu 0 o'/Ot als Funktionen des Ortes vorschreiben; für alle späteren 
Zeiten sind dann 9° und 9! eindeutig festgelegt. 

Selbst wenn w Sag sein sollte, haben «, und «, positive 
reelle Teile, so daß 0’ und o!, damit auch die Gesamtdichte » 
abklingen, die Gesamtdichte bis zum Wert 0. Damit sind die un- 
gedämpften Eigenschwingungen der früheren Theorie beseitigt. 
Ladungen, welche einmal im Inneren lagen, wandern somit, soweit sie 
sich nicht gegenseitig ausgleichen, in kurzer Zeit an die Oberfläche. 
Die Lösungen unserer Grundgleichungen, welche diesem Vorgang 
entsprechen, überlagern sich additir den andere Vorgänge be- 
schreibenden Lösungen. Sofern wir uns nur für solche interessieren, 
dürfen wir also stets o = 0 voraussetzen, wie man es ja auch in der 
Maxwellschen Theorie stets tut. Dann aber folgt aus (4) om 
der Kontinuitätsgleichung für den Gesamtstrom: Er 


und dies wieder hat zur Folge, daß wir die GL (19) und (20) für 
isotherme Vorgänge umformen können zu 


1 a. 
a? 


Die Einzeldichten und sind jedoch im ‚auch 
nachdem o gleich Null geworden ist, nicht Null. Da sie dann als 
zeitlich konstant anzusehen sind und sich kompensieren, üben sie 
aber keinen Einfluß auf das elektromagnetische Feld aus, bleiben 


” ‘ 
| 
r 
‘ 
ven (28) 
(29) 
> 
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vielmehr von selbst außer Betracht. Denn in den Grundgleichungen 
treten außer der Summe + nur die Differentialquotienten 
und do!/öt auf. Umgekehrt kann man nicht ausdenGrundgleichingen, 
sondern erst aus geeigneten Anfangsbedingungen eindeutig auf de 
Teildichten 9° und schließen. 
Die Formeln (17), (19) und (20) finden sich abgesehen von den = 


_ Summanden, welche Differentialquotienten von A oder o enthalten, 
auch bei London in $ 11, jedoch mit den allgemeingiiltigen Zu- a 
sitzen = 0 und divG=0. Diese Zusätze sind aber, wenn sie 

 alllgemeingiiltig sein sollen, physikalisch bedenklich; man kann doch = 

eben Ladungen ins Innere bringen, z.B. durch Einschießen von 
Elektronen, welche dort stecken bleiben. Daß wir hier in da 
‘GL. (26) das Wegströmen solcher Ladungen beschreiben können, 
dürfen wir wohl als Vorzug buchen, obwohl dieses Wegströmen fir — 
die Anwendungen der Theorie aus den dargelegten Gründen ur 
selten eine Rolle spielt. Bei uns gelten die Zusätze (27) eben nur 
bedingt. 
§ 4. Das stationäre Feld 
Im stationären und isothermen Fall folgt aus (15) und aus (6): 

(30) E=0, g°=0. 

Im stationären Zustand fließt kein Ohmscher, sondern nur London- © 

scher Strom, und der Supraleiter ist ein Gebiet konstanten elektro- — 

statischen Potentials. In Dauerstromversuchen einen „Restwiderstand“ 

zu finden, ist aussichtslos, weil der Ohmsche Strom durch den 

London schen Leitungsmechanismus „kurzgeschlossen“, ist. Da wegen aaa 

der Kontinuitätsgleichung (9) dann div S$ = 0 ist, geht die Difnestie)- BR 

gleichung (29) über in BERN, 
= 0 : 

und nimmt damit die gleiche Form an, wie die Differeatialgleichung ae ae 

fir das Magnetfeld: mf 
(818) — = 0 

Diese beiden, den Meißnereffekt mathematisch formulierenden Glei- _ 

chungen liegen allen bisherigen Anwendungen der Londonschen Fes 

Theorie auf stationäre Vorgänge zugrunde, so daß alle diese schon sy 

durch manche Versuche bestätigten Ergebnisse hier erhalten bleiben. §= 


§ 5. Supraleitende Ringe 
Den tiefen inneren Zusammenhang der für den Londonschen 
Strom $? kennzeichnenden Grundgleichungen (7) und (15) zeigt auBer 
ihrer Zusammenfassung zur relativistischen Gl. (14) auch die folgende, 
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schon bei London (§ 3 a.a.O.) zu findende Betrachtung eines supra- 
leitenden Ringes; nur dehnen wir diese auf inhomogene Supraleiter 
aus, etwa auf Ringe, die aus. verschiedenen Stücken oder aus einer 
Legierung veränderlicher Zusammensetzung bestehen. Die Grenz- 
bedingung der Stetigkeit für die Tangentialkomponenten des Vek- 
tors AY bewirkt, daß wir Grenzflächen nicht explizite zu betrachten 
brauchen. 

Wir wählen uns eine beliebige, ganz in seinem Inneren ver- 
laufende Kurve C und eine von ihr berandete Fläche, die wir mit 
demselben Buchstaben benennen; das Linienelement heiße ds, das 
Flächenelement do. Umschlingt die Kurve C die Bohrung des 
Ringes, so liegt die Fläche C notwendig zum Teil außerhalb des 
Supraleiters; sonst kann man sie so legen, daß sie nirgends aus 
ihm heraustritt. Wie dem auch sein mag, jedenfalls ist nach (15) 


das Linienintegral 
JS ($43.9 - &)äs = 0, 
c 


eine Gleichung, welche man nach dem Stokesschen Satze und der 
innerhalb wie außerhalb des Supraleiters gültigen Maxwellschen 
Gl. ¢) umformen kann in 


(82) + do|=0, [H,do = Const. 
c [4 


Die in (32) auftretende Integralsumme ist also zeitlich konstant. Sie 
hat aber auch denselben Wert für eine zweite Kurve C’ im Inneren 
des Supraleiters, sofern man C in C’ durch stetige Veränderungen 
ohne Heraustreten aus dem Supraleiter überführen kann. Um- 
schlingt C die Bohrung, so muß es nach dieser Voraussetzung auch C’ 
tun; sonst aber darf auch C’ sie nicht umschlingen. Die Voraus- 
setzung hat zur Folge, daß sich von C und C’ berandete Flächen 
angeben lassen, welche nirgends aus dem Supraleiter herausragen. 
Nur auf einer solchen Fläche gilt die erste Londonsche Gl. (7). 


was zu beweisen war. Für zwei Kurven C und C’ jedoch, welche 
sich nicht auf die genannte Art ineinander überführen lassen, hat 
die Integralsumme von. (82) im allgemeinen verschiedene Werte. 


die ds die Bohrung nicht, so ist die 


: 
i 
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gleich Null; denn man kann dann C’ auf einen Punkt zusammen- 
ziehen. Dies sind völlig strenge Folgerungen aus den Grundgleichungen. 

Ist der Ring überall dick gegen die Eindringtiefe 9, so ist. 
nach (31) und (31a) bei quasistationären, isothermen Vorgängen längs 
einer tiefer im Inneren verlaufenden Kurve C mit sehr guter An- 
näherung §'= 0. Dann ist der Induktionsfluß durch C, der sehr 
annähernd übereinstimmt mit dem Induktionsfluß durch die Bohrung 
des Ringes, zeitlich konstant. Dies demonstrieren die Dauerstrom- 
versuche. Aber es gilt nur als Näherung. 

Die Verallgemeinerung dieser Sätze auf einen Supraleiter, der 
einen nicht nur zweifach, sondern mehrfach susammenhängenden 
Raum einnimmt, versteht von selbst. 

§6. Wellen im homogenen Supraleiter 2 x 2 

Wir setzen wieder die Temperatur als konstant und den Leiter. 
als homogen voraus, so daß alle Differentialqaotienten von o und A 
fortfallen. Eine in der positiven z,-Richtung fortschreitende ebene 
‘Welle beschreibt dann der Ansatz: 


(33) E=E ei (rt 


(alle anderen Komponenten von € und $ gleich Null), welcher G1. (1), (3) 
und (4) (mit o = 0) befriedigt. Um-auch Gl, (2) zu erfüllen, müssen 


wir € der Gl. (28) oder 9 der GL (18) unterwerfen. Auf beiden 

Dafür können wir nach (16) 
k =k +ik,, 


k ist also stets komplex, die Wellen sind immer gedämpft. Ist »< 2 7, 
so ist k, < |k,|, daher die Wellenlänge 22/k, größer als die Abkling- 
strecke 2r/|k,|, auf welcher die Amplitude bis zum e~2*-fachen ab- 
nimmt (e-2= ungefähr gleich 0,02); es kommt eigentlich gar keine 


1 

Welle zustande. Ist umgekehrt »>A 7, so ist k,> |k,| und die 
1 

Wellenlänge kleiner als die Abklingstrecke. Für» ? und 


> 

] 
] 
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wird k,=0, k,=—- PB. 
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Die Leitfähigkeit o ist für Quecksilber bei Zimmertemperatur 
etwa 10’? sec! (im Lorentzschen Maßsystem!), dicht oberhalb des 
Sprungpunktes aber etwa 500 mal größer'), also etwa 
Wir nehmen an, daß sich beim Übergang zur Supraleitung ihre 
Größenordnung nicht ändert. ist ein paar Grad unter dem Sprung- 
punkt von der Größenordnung 10° cm", also etwa gleich 10!° cm”? 
am Sprungpunkt aber kleiner. Damit vergleichen wir die in (34) 


ar neben A? auftretenden Größen (=) und “7. Für » = 10" secr! 
(kurze Hertzsche Wellen) ist (=) = 10—! cm=?, = 10° cm”?; 
hingegen für » = 10'* sec”! (ultrarote Wellen)?) (=) = 107 cm? 
and > = 10!2cm-?. Für » = 10° sec”! überwiegt noch das Glied 9? 


x ; = in (34), für » = 10'* sec”! hingegen ist o»/c? der ausschlaggebende 
- Summand. Man versteht so die oben genannten Versuche, welch« 


_ Änderungen der optischen Eigenschaften beim Übergang zur Supra 
leitung nicht nachweisen konnten. 

= 4 Nach den Gl. (6) und (15) (mit konstantem A) sind für jede Rich- 
Londonstrom %,' und Ohmscher Strom bei periodischen 
3 Schwingungen um !/, Periode in der Phase gegeneinander verschoben. 
‘Thre Amplituden aber verhalten sich wie 


= wenn man A= 107? sec?, «= 10! sec”! annimmt). 
Bei allen elektrisch erreichbaren PPRSREREENA überwiegt also in 

der Regel der Londonstrom in der Stärke; doch gilt dies vielleicht 

= nicht mehr in der Nähe des Sprungpunktes, wo A größer ist. 

Für energetische Berechnungen in § 7 wollen wir hier die 

Reflexion einer ebenen, senkrecht auf die ebene Grenzfläche eines 
% Supraleiters auffallenden Welle behandeln. Der Supraleiter erfülle 

den Halbraum der positiven z,. 

tare. Dann ist der Schwingungszustand dargestellt durch die folgenden 

Gleichungen, in welchen r und d noch zu berechnende Konstanten 

bedeuten: 


1) Vgl.K. Steiner u. P. Graßmann, Supraleitung, Braunschweig 1937, 
Abb. 4 in § 3. Im Lorentzschen MaBsystem ist ¢ um den Faktor 4x größer 
als im elektrostatischen. 


tea 2) Für 4#-Wellen lassen sich nach E. Hagen u. H.Rubens, Ann. d. 
Phys. 11. 8.873. 1903, die optischen Eigenschaften vieler Metalle noch aus 
der elektrisch gemessenen Leitfähigkeit berechnen. 


= 
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9, = o(e” ike — reikm)eir! 
= 


Fir £* GE, ei kx), 


Die Grenzbedingungen der Stetigkeit von € und § für 2, = 0 ver- 
langen nun: 


Für k ist hier der Wert aus GI. (35) nares für sehr Malie: er 
also k = — 1. 


§ 7. Der Energiesatz 


Den Energiesatz erhalt man wie in der Maxwellschen Theorie 
durch skalare Multiplikation von (1) mit §, von (2) mit — € und 
Addition; dies liefert 


+ + +59) =0. 
Die Änderung tritt erst bei Umformung des Produktes (€) zutage. 


Es ist nämlich nach (5), (6) und (15) 


= OQ + GG 


Also lautet der Energiesatz: 
(37) ediv[EG] + 5; +50 + $234) +044 1 


Den Zusatz Fag zur freien Energie kennt auch die bisherige 


Fassung der Londonschen Theorie; wie früher gezeigt'), trägt er 
im stationären Fall zur Gesamtenergie wegen der geringen Dicke 
der stromführenden Schicht nichts Merkliches bei. Neu ist der 
letzte Summand, der aber nur hei _Temperaturänderungen ins Spiel 
tritt; und zwar ist er, da 4 mit wachsender Temperatur zunimmt, in 


\ 


2 
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1) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 43. S. 274. 1942. 
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diesem Fajle positiv, bei sinkender Temperatur negativ. Bei wach- 
sender Temperatur tritt also eine Wärmezufuhr ein. Die Joulesche 
Wärme co€&? fällt für stationäre Zustände fort, weil, wie wir oben 
zeigten, in ihnen € = 0 ist’). 

Bei der in § 6 behandelten Spiegelung ebener Wellen fällt in 
der Zeiteinheit auf Ge Flacheneinheit der Grenze die Energie 


S=c- 


Die pro Flächen- und Zeiteinheit entwickelte Joulesche Wärme 
aber beträgt, wenn wir geringe also nach (85) k=— 


und nach (36) d= 2” annehmen: 


ck 


Folglich ist der Bruchteil der Energie, welcher absorbiert wird 


10727 „2, wenn man, wie oben o= 10" sec”! 


an 2 (= 
4 = 1073! sec? setzt). 


Fließt längs der ebenen Oberfläche eines homogenen Supraleiters 
ein Wechselstrom von der im obigen Sinne geringen Frequenz », 
so ist die Joulesche Wärme pro Flächen- und Zeiteinheit?) 


oo 


2 — 
; a3") dz, = dz, 


2p 
denn es gehorcht die Stromdichte dem Gesetz% = %,!e-#=. Anderer- 
seits besteht?) zwischen %,' und der magnetischen Feldstärke H, un- 
mittelbar außerhalb des Leiters die Beziehung A%,'?= H,?. Folg- 
lich wird 


1) Gl. (87) findet sich abgesehen von dem Term mit di/dt auch bei 
_F. London in § 11, 
2) Der Strich über € usw. bedeutet den zeitlichen Mittelwert. 
3) Vgl. M. v. Laue, Ann. d. Phys. (5) 32. S. 71. 1938, bes. 8. 80. 
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‘Bei einer der Spulen, welche Justi und Zickner”) für ihre Stew. Be 


tionskoeffizienten L von rund 3. Henry, d.h. 3-10—** cm—' 


M. v. Lawe. Eine Ausgestaltung der Londonschen Theorie usw. 
Weiter ist die Flächendichte des Stroms 


= 


(40) "Js (= 107° ,2 J? mit denselben Zahlen, wie in (88)). 


Für einen Draht der Länge ! und vom Radius R ist also die gesamte 
Wärme 

da 2nRJ=]1 die Stromstärke ist, 


4nc R 


teilungsmessungen benutzten, war R = 2-10~*cm, l etwa gleich 2-10° cm, 
daher dann Q=10-% „212, Dieselbe Spule hatte einen Selbstinduk- 


im elektrostatischen und cm—'sec-* im Lorentzschen 
MaBsystem*), Für diese Spule ist also die mittlere magnetische © 
Energie 1 10-11]%, Für v= 10' sec”! ist somit das Verhältnis 


oa 
der pro Sekunde entwickelten Wärme zur Energie 10, BE 


zır 


scheint danach, als wäre die durch den Ohmschen Strom bewirkte 
Dämpfung der Schwingungen unter Umständen meBbar. 


88. Thermodynamisches 


Nach (36) ist 

1 


die freie Energie pro Volumeneinheit, soweit sie vom elektromagne- 
tischen Felde herrührt. Den entsprechenden elektromagnetischen _ 
Anteil S an der Entropie pro Volumeneinheit findet man durch 


1) E. Justi u. G. Zickner, Phys. Ztschr. 42. 8. 258. 1941, Tab..1. Es | 
handelt sich um die ,,AuBenspule“. Re 

2) Im Lorentzschen MaBsystem sind die Induktionskoeffizienten um den 
Faktor 4n kleiner als im elektrostatischen. 
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Differentiation nach der absoluten Temperatur T bei konstanten 


Feldgrößen; sie trifft also nur den Faktori. D.h.: | 
öF 1 da 
(42) =-3 a 


Andern wir die Temperatur von T, bis T,, so haben wir auBer der 
durch die spezifische Wärme des Körpers an sich bedingten Wärme- 
zufuhr noch einen Wärmebetrag 


- zuzuführen. Der Strom selbst führt aber nach (37) die Wärme zu 


di aT 
2) 4T dt 73 
so daß noch der Betrag 
T, di 
(45) Q=|TS\t=- F/T 3" |, 


| pro Volumeneinheit anderweitig heranzubringen ist. Dabei ist zu 
bedenken, daß sich mit A auch die Stromverteilung ändert, so: daß 
auch bei konstanter Stromstärke für die Stromdichten J, und $,, ver- 
schiedene Werte einzusetzen sind. 

Ist freilich der Radius R klein gegen die Eindringtiefe (@ R < 1), 
so spielt dies keine Rolle. Vielmehr ist der Strom gleichförmig über 
den Querschnitt verteilt, so daß sich $' aus der Stromstärke I 


t 


RR nach der Gleichung 

R zugeführte Wärme 

R 

3 B In dem wichtigeren Grenzfall großer Dicke (@R> 1) dürfen wir so Br 
_ rechnen, als verteilte sich die Stromdichte nach dem Gesetz = a 


: > 
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Unter diesen Umständen gilt für die pro Längeneinheit zuzuführende 


Wärme 


25 {Qrar= f Qar = — ayı |” 


ph 


Nach den schon angeführten Beobachtungen von Appleyard?) und 
anderen steigt die zur Eindringtiefe proportionale Größe YA so steil 
an, daß sowohl 
ar (r aT +7 


als auch 
d di 
ar(? ar) = är+T ar >° 


ist. Folglich ist in beiden Fällen die für eine Temperatursteigerung 


 zuzuführende Wärme negativ. 

Eine rohe Abschätzung an Hand der von Appley ard und seingn 
Mitarbeitern gegebenen Kurve für die Eindringtiefe ergibt, daß dieser 
_ Warmebetrag für ein Ampére Stromstärke um einige Zehnerpotenzen 
kleiner ist als der von der spezifischen Wärme herrührende. en 
§ 9. Der Impulssatz für homogene Supraleiter SR) 

Wie in der Maxwellschen Theorie gehen wir von dem Max- 
wellschen Spannungstensor T(&) + T($) aus, in welchem 


(46) T,,%) = 5, 
sein soll. Wir ergänzen ihn aber in Übereinstimmung mit London 
durch den Zusatz —AT(%%. Aus der Rechenregel 
(47) 2) — AivT (A =Adiv A — [Arot A} 
folgt dann: 
©+ TG) = divH — + [rot $$), 
Ato T = — AG! div + ALY! rot F4. 


In der ersten dieser Gleichungen formen wir den ersten Summanden 
‘rechts nach (4) um, der zweite verschwindet wegen (3), für den 


1) T.S. Appleyard, Anm. 2 auf S. 66. 
2) 4ivT ist der Vektor mit den oo 


q 


= 


> 


= 
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dritten benutzen wir (1) und für den vierten (2). In der zweiten 
Gleichung formen wir den ersten Summanden rechts nach (9) um den 
3 era nach (7). So finden wir: 


-+ [89]. 


Weiter aber ist [vgl. (15)]: 
folglich: 
48s) Adio 
Im ganzen ist also 

~ + TH) 2 19°9) 


+ +2094. 


Zur wohlbekannten Dichte des elektromagnetischen Impulses, 
-€ H], tritt hier also noch ein für den Londonschen Strom kenn- 


zeichnender Impuls io! %', den London selbst übrigens nicht ge- 
funden hat, weil er in seinem § 6, in welchem er den Impulssatz 
behandelt, o! = 0 setzt. Auffallen muß zunächst, daß der Lorentz- 
sche Kraftansatz nach (40) nur den Ohmschen Strom %° und die 
zugehörige Dichte o° betrifft, während J‘ und o! in ihm fehlen. Die 
Ursache läßt (48) erkennen; die Lorentzkraft, die ihm entspräche, ist 
durch den Zusatztensor AT) aufgehoben. 

Im .stationären Falle, in welchem nach dem Obigen € = 0 ist, 
ist nach (39) 


(49) 


~[3'§] = — 14079). 


Man kann also‘die Kraftwirkungen auf einen Supraleiter, solange 
man diesen als starren Körper betrachten darf, nach Belieben aus 


einer Volumenkraft (3! $] oder aus den Oberflichenkriften be- 


rechnen, welche aus der an der Oberfläche liegenden Flächendivergenz 
des Tensors —AT(%)) folgen. Das letztere Verfahren habe ich 
seinerzeit!) zu thermodynamischen Betrachtungen benutzt. 


7 “ | 
Pr 
Muy. Laue, Amn. d. Phys. $28.71.193 


M.o Laue. Bine. der Theorie ı usw. 


Zusammenfassung 

Unsere Ausführungen suchen Ideen konsequent durchzubilden, 
welche schon F. London eingeführt, aber nie völlig gegeneinander 
abgeglichen hat. Sje nehmen im Supraleiter zwei unabhängige 
Strömungsmechanismen an, den gewöhnlichen, dem Ohmschen Gesetz 
genügenden, und einen neuen, für welchen die Londonschen Gl. (7) 
und (15) gelten. Diese beiden Formeln faßt die neu aufgestellte 
Gl. (14) relativistisch einheitlich zusammen. Alle Folgerungen der 
früheren Theorie, welche stationäre Zustände und Dauerströme be- 
treffen, bleiben erhalten, insbesondere auch die Erklärung des — 
Meißnereffektes (Verdrängung des Magnetfeldes .aus dem Inneren. 
Es finden aber auch die optischen Beobachtungen an Supraleitern 
ihre Deutung; außerdem fallen die Schwierigkeiten fort, welche die _ 
bisherige Theorie in der Frage der räumlichen Ladungen mit sich | 
brachte. 
Das Ziel der Theorie der Supraleitung ist selbstverständlich die 
wellenmechanische Erklärung dieser Erscheinung. Es schwebt wohl 
noch in der Ferne. Immerhin weisen diese Darlegungen vielleicht 
einen Weg zu ihm, nämlich den, daß man neben dem bekannten 
Leitungsvorgang einen neuen ausfindig macht. Das Vorliegende 
spielt, falls es sich bewahrheitet, für die Supraleiter dieselbe Rolle, 
wie die hergebrachte Maxwellsche Theorie für die Normalleiter. 


ee Max Planck-Institut, im Juli 1942. 
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Oszillographische Untersuchung des Uberganges N= 8S 
von polykristallinem Sn im variablen 


Von Eduard Justi 


= (Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt oy 
in Berlin-Charlottenburg) % 


6 Abbildungen) 


1. Probiemstellung 


> 
Seitdem MeiBner und Ochsenfeld 1933 3 (1) rue; die 
Verdrängung der magnetischen Induktion beim Eintritt der Supraleit- | 
fähigkeit festgestellt hatten, hat eine neue Epoche der experimentellen | 
und theoretischen Supraleitungsforschung begonnen. Betrachtete | 
man die ersten beiden Jahrzehnte seit der Entdeckung Kamer- | 
lingh Onnes’(2) vom verschwindenden Ohmschen Widerstand diese 
Erscheinung allein als Leitungsmechanismus-Problem, so standen | 
nunmehr die magnetischen Eigenschaften im Vordergrunde des i 
Interesses. So entstanden die phänomenologischen Theorien der 
Supraleitung von London (3), Welker(4) und von Laue (5), die 
vom Postulat ausgehen, daß der Meißnereffekt nicht klassisch zu 
erklären sei, und die einen absoluten Diamagnetismus als primäre, 
den verschwindenden Widerstand als sekundäre Eigenschaft dieses 
Zustandes ansehen. Außer diesen phänomenologischen Theorien hat 
die Meißnersche Entdeckung die Basis für die thermodynamischen 
Theorien (6) geliefert, die die magnetischen und kalorischen Beob- 
achtungen verknüpfend die Energetik des Überganges NS be- 
schreiben und wie alle thermodynamischen Ansätze den Vorzug 
besitzen, keinerlei atomistische Hypothesen machen zu müssen, wes- ] 
halb sie umgekehrt über die Atomistik auch keine unmittelbaren f 
Erkenntnisse liefern können. Als drittes der durch die Meißnersche 
Entdeckung eröffneten Arbeitsgebiete sei schließlich die experi- 
mentelle und theoretische Erforschung des „Zwischenzustandes“ 
(intermediate state) angeführt, der mit der Beobachtung der beim 
Übergang N =S eintretenden magnetischen und elektrischen Ände- 
rungen vielleicht am ehesten berufen erscheint, das Wesen der 
Supraleitung erkennen zu lassen. Seitdem wohl Gorter und 
Casimir(7) erstmals den Gedanken ausgesprochen haben, daß dieser 
Zwischenzustand keinen dritten Zustand, sondern ein Nebeneinander 


a 
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von normal- und supraleitenden Mikrobereichen darstellt, ist diese 
Idee allgemein angenommen worden; so bezeichnet London (8, 8 9) 
die Existenz supraleitender Elementarbereiche etwa in Analogie zu 
den Weißschen ‘Bereichen der Ferromagnetismustheorie als un- 
umgängliche Voraussetzung der Beschreibung des Zwischenzustandes. 
K. M. Koch (8) hat aus der Annahme solcher Bereiche die be- 
kannten Versuche von Meißner und Heidenreich (1) am Hohl- 
zylinder sowie die Shalnikows (10) an Hohlkugeln in ihren Einzel- 
heiten erklären können, und kürzlich. hat von Laue(11) den inneren 
Grund für das Aufsplittern der Makroströme des S-Zustandes in 
die Mikroströme des Zwischenzustandes in der Unmöglichkeit der 


_ gleichzeitigen Befolgung seiner thermodynamischen Gleichgewichts- 


bedingung (6) f, —f, = zn * und der Forderung, daß auf der ganzen 


Oberfläche gleichzeitig i= = H, (H, = kritische, die Supraleitung 
zerstörende magnetische Feldstirke) sein müßte, nachgewiesen. 
Insofern bedeutete es eine Fundierung der Theorie des Zwischen- 
zustandes, als der Verf.(12) kürzlich mit einer der bekannten Bark- 
hauseneffektanordnung ähnlichen Einrichtung Geräusche beim Über- 
gang N=S im veränderlichen Magnetfeld beobachten konnte, die 
als durch Umlagerung solcher supraleitenden Elementarbereiche 
verursacht angesehen wurden. Inzwischen ist es gelungen, diesen 
Effekt oszillographisch zu registrieren; nachfolgend soll daher über 
die ersten oszillographischen Aufnahmen des Überganges N=S von 
polykristallinen kugel- und zylinderförmigen Sn-Proben durch Ände- 
rung äußerer Magnetfelder berichtet werden und an Hand dieser 


Registrieraufnahmen Einzelheiten des 


soweit wie möglich diskutiert werden. 


2. Versuchsanordnung 


Die Versuchsanordnung ist in Abb. 1 halbschematisch skizziert. 
Hiernach befindet sich die kugelförmige (oder zylinderförmige) Probe 
aus reinstem Kahlbaum-Zinn pro analysi in der Mitte des oberen 
Teiles der zweiteiligen Suchspule; diese besteht aus zwei wirkungs- 
gleichen gegensinnig hintereinander geschalteten Spulen von je 
6000 Windungen 0,05 mm lackisoliertem Cu-Draht, die auf einem 
Turbonitkörper von 5,0 mm lichter Weite und 55 mm Länge auf- 
gespult sind. Der obere und untere Flansch des Spulenkörpers 
besitzen Nasen, so daß die Spule ziemlich fest im 20 mm weiten 
Ansatz eines Hartglasvakuummantelgefäßes sitzt, ohne Konvektion 
und Temperaturausgleich im fliissigeh He zu behindern. Die Spule 
ist möglichst schwer gemacht, und die Sn-Probe mit Fäden fest- 
£3? 
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gezurrt, damit nicht durch Bewegungen infolge der Siedestöße bei 
eingeschaltetem Magnetfeld der beiden umgebenden Magnetisierungs- 
spulen (käuflichen Lautsprechererregerspulen) störende Induktions- 
stéBe in der Suchspule induziert werden. Durch den bekannten 
Kunstgriff der Unterteilung der Suchspule wird die Induktionswirkung 
äußerer magnetischer Störfelder weitgehend aufgehoben, und die 
Unterbringung der Probe in nur einer Hälfte der Doppelspule be- 
wirkt, daß sich die größerer 


jax? 


Abb. 1. Schema der Versuchsanordnung zur oszillographischen Registrierung 


der Umlagerungsgeräusche beim Übergang N = S im veränderlichen Magnetfeld 


nicht kompensieren, die die ganze Probe durchsetzen. Durch eine 
vakuumdichte Ausführung mit Gummiplättchen (19) gelangen die 
sorgfältig verdrillten und durch einen metallisierten Rüschschlauch 
abgeschirmten beiden Anschlußdrähte der Suchspule an die Primär- 
wicklung eines eigens berechneten und angefertigten Anpassungs- 
transformators mit vollständig geschlossenem Permalloykern, vier- 
fachem Cu- und Permalloymantel, geerdeter Mittelanzapfung der 


Primärspule und Schutzwicklung zwischen Primär- und Sekundär- 


wicklung. Die hochohmige Sekundärwicklung führt durch eine ab- 
geschirmte Leitung zu einem der beiden Mikrophonvorverstärker des 


Gum 
( 7 Trafo 
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Philipssteuerverstärkers Type 2845; am Eingang des andern ein- 
gebauten Mikrophonvorverstärkers befindet sich eine Suchspule mit 
Eisenkern zur Kontrolle der Apparatur mittels des Barkhausen- 
effektes. An den hochohmigen Ausgang des Verstärkers ist ein 


Lautsprecher zur akustischen Kontrolle der Umlagerungsgeräusche a ©: 
angeschlossen. Der niederohmige Ausgang des Verstirkers fibrt — 


über ein Wechselstrom-Milliamperemeter. zu einer der Schleifen des — 


transportablen Siemens-Schleifenoszillographen. 


Um sicher zu sein, daß die oszillographierten Induktinsstöße —— 
ausschließlich auf Umlagerungen innerhalb der die Umwandlung 
durchlaufenden Metallprobe, nicht auf plötzliche Änderungen des = ae 
äußeren Feldes zurückzuführen sind, muß man bei der Vollzichung 


der Umwandlung 
verschwindende Magnetfelder jede Diskontinuität von ,dH/dt ver- 


S->N bzw. NS durch zeitlich steigende oder 


meiden. Hier wird deshalb auf jede Verwendung von Kurbel- oder ae 


Schiebewiederständen grundsätzlich verzichtet; vielmehr wird in 


Anlehnung an die Experimentiertechnik der Ferromagnetiker[Prei- 
sach (14)] die thermische Trägheit der Glühkathode einer Elek- 
tronenröhre benutzt, deren Anodenstrom als Erregerstrom durch 
die Feldspulen fließt. Verwendet man z. B. das Gleichrichtere 


rohr AZ 12, so erhält man einen Erregerstrom, der kurz nach der 9G 


Einschaltung des in Abb. 1 eingezeichneten Heizstromschalters 


binnen 1,2 Sek. von Null fast auf den Sättigungswert ansteigt; wählt 
man als Anodenspannung z. B. 120 Volt und schaltet die beiden _— 
Erregerspulen zur Senkung des äußeren‘ Widerstandes parallel, so 


beträgt der Sättigungsstrom 0,118 Amp., und dieser erzeugt ein 
Längsfeld von 183,5 Gauss. 
ihrer einmaligen fluxmetrischen Absolutmessung aus der mittels des 


eingezeichneten Präzisions-Drehspulamperemeters abgelesenen Strom- 


stärke berechnet. Der zeitliche Verlauf des Magnetisierungsstromes 
kann bei dieser Anordnung auf demselben Filmstreifen wie die 


Der Betrag ‘dieser Feldstärke wird nach = 


Induktionsstöße registriert werden; die hierzu benutzte Schleife 4T & i, 


wird durch einen Parallelwiderstand derart geshuntet, daß sie bei 


der Sättigungsstromstärke gerade ihren zulässigen Höchstausschlag 
(40 mm) ausführt. 


So einfach die Versuchsanordnung zu sein scheint, so große RL 


Schwierigkeiten bereitet ihre Durcharbeitung bis zur praktischen 


Brauchbarkeit. . So bewirkte die Einführung der Preisachschaltung 


an Stelle eines. bei den Vorversuchen manuell bewegten Permanent- 
mägneten infolge der extrem hohen Verstärkungsgrade wilde Rück- 


7 Pr 


kopplungen und Selbsterregungen; diese konnten erst überwunden va Be 


werden, ‘als in die Erregerstromleitung eine doppelte Siebkette gelegt 
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wurde, und als unter Verzicht auf Wechselstromnetzanschluß und 
sogar auf Zentralenbatterien eigene Akkumulatoren fiir den Anoden- 
und Heizkreis aufgestellt wurden. 

Besondere Mühe wurde auf die Senkung des Störpegels ver- 
wandt, der anfangs den gesuchten Effekt überdeckte und schließlich 
auf unbedeutende Amplituden gedrückt werden konnte; als günstig 
erwies sich die Wahl eines Raumes, der möglichst fern von Netz- 
leitungen liegt, und dessen elektrische Installation möglichst weit- 
gehend abgeschaltet wurde; meistens war es wegen der Störungen 
durch andere Laboratorien notwendig, die Arbeitszeit passend zu 
verlegen. Zur. Verminderung des He-Siededruckes wurde die zentrale 
große Siemenspumpe des Kältelaboratoriums (14) benutzt, die wegen 
der Zwischenschaltung eines langen Rohrnetzes keine Erschütte- 
rungen auf das He-Gefäß übertrug, und deren elektrische Störungen 
sich wegen ihrer Entfernung nicht bemerkbar machten. Das Gefäß 
mit den Spulen wurde auf einem Steinsockel mit Gummiunterlagen 
aufgebaut, ebenso mußte der Anpassungstransformator getrennt 
erschütterungsfrei aufgestellt werden. Schließlich mußte auf recht 
genau symmetrischen Aufbau der zweiteiligen Such- und Feldspulen 
geachtet werden. Hiernach wurde der Störpegel. selbst bei ein- 
geschaltetem Längsfeld trotz unvermeidlicher mikroskopischer Zitter- 
bewegungen des He-Gefäßes so gering, wie es z. B. das Ende der 
Kurve Abb. 2 und Anfang der Kurve Abb. 3 erkennen lassen. 


3. Versuchsergebnisse 

In den Abb. 2—5 sind die wichtigsten Abschnitte von 4 Re- 
gistrieraufnabmen wiedergegeben, die bei dem Übergang eines Sn- 
Zylinders (Abb. 2 und 3) und einer Sn-Kugel (Abb. 4 und 5) in 
steigendem (Abb. 2 uud 4) bzw. fallendem (Abb. 3 und 5) Längsfeld 
unter konstant gehaltener Heliumtemperatur gewonnen sind. 

Beide Sn-Körper wurden auf der Drehbank aus reinstem Kahl- 
baum-Zinn pro analysi hergestellt und entsprechend dem poly- 
kristallinen Zustand nicht getempert; der Zylinder hat eine Länge 
von 24.mm, einen Durchmesser von 2,1 mm und ist nach Abrundung 
seiner Stirnflächenkanten bei der Berechnung des magnetometri- 
schen Entmagnetisierungsfaktors mit hinreichender Genauigkeit als 
Pe anzusehen, womit sich dieser Faktor wegen 


P- _11,42u N=20,4 ergibt (15). 


kommt bekanntlich der Magnetisierungsfaktor N = = zu. 


Bei allen Aufnahmen ist die Geschwindigkeit des mit Milli- 
meterpapierteilung versehenen Filmes so eingestellt, daß 1 mm 
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merklich genau 0,001 Sek. entspricht, wie es aus der gleichzeitigen 
Aufzeichnung einer 500-Hz-Frequenz (Abb. 3a und 5b oben) her- 
vorgeht. 

Die Abb. 3a stellt den Übergang S—> N der Sn-Kugel bei 
einem Siededruck von 235 Torr, also 3,15° abs. in der gegenwärtig 
gültigen Temperaturskala (16) dar; in ihr ist die normale Sprung- 
temperatur des einkristallinen Sn nach de Haas und Voogd (17) 
mit 3,71° abs. anzunehmen, entsprechend dem von Onnes und 
Tuyn (18) beobachteten He-Siededruck von py, = 470 Torr, dem 
damals T = 3,75° abs. zugeordnet wurde. Meißner und Voigt(19) 
haben am polykristallinen Sn statt dessen py. = 445 Torr ent- 
sprechend 3,67° abs. neuer Skala gemessen; dieser Wert kann für 
die hier verwendeten polykristallinen Proben nicht benutzt werden, 
weil die-Autoren keine Schwellwertskurve 7, = f(H) aufgenommen 
haben. Aus der ebenfalls bei 235 Torr aufgenommenen Umwandlungs- 
kurve N-»+S dieser Sn-Kugel (Abb. 3b) ergibt sich bei einer 
Empfindlichkeit der Feldstärkenmessung von 188 Gauss/41,, mm 
= 4,60 Gauss/mm die kritische Feldstärke (Abszisse A bei 0,318 Sek. 
in Abb. 3a) mit 16,7 mm zu 76 Gauss, während man aus der 
‘de Haas-Voogdschen Schwellwertskurve mit hinreichender Über- 
einstimmung 73 Gauss entnimmt. 

Die Umwandlungskurven S —> N (Abb. 4) und N-> S (Abb. 5) 
der zylinderförmigen Probe Sn 42/1 sind beide bei pg. = 196 Torr 
entsprechend 3,04° abs. registriert; der etwas tieferen Temperatur 
entsprechend ist die kritische Feldstärke der Umwandlung N — S 
mit 19,7 mm = 90 Gauss höher als bei den Sn-Kugelversuchen. Da 
man bei den de Haas-Voogdschen Versuchen (17) diesen H, ,-Wert 
3,04,° abs. zugeordnet findet, konstatiert man wiederum eine inner- 
halb der verschiedenen Literaturangaben liegende Übereinstimn.ung. 

Bei sämtlichen Registrieraufnahmen waren die Hoch- und 
Tieftonblenden des Verstärkers zwecks frequenzunabhängiger Ver- 
stärkung zwischen 50 und 10000 Hz voll geöffnet, und die Potentio- 
meter auf größte Verstärkung (Stellung 8) gestellt. Die Strom- 
schleife T4 wurde zur Begrenzung des Maximalausschlages mit etwa 
190 Ohm geshuntet. Die Induktionsstöße wurden mit der Schleife T5 
registriert, deren Eigenfrequenz 2000 Hz beträgt; eine hier nicht 
wiedergegebene Kontrollaufnahme mit der Schleife T4 (Eigenfrequenz 
3450 Hz) brachte kein anderes Ergebnis. 


4. Diskussion der Versuchsergebnisse 


Um die beim Übergang N =S einer Kugel im Magnetfeld nach 
dem jetzigen Wissensstand zu erwartenden Vorgänge besser zu ver- 
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stehen, rekapitulieren wir kurz die bekannten magnetischen Mes- 
sungen von de Haas und Guinau(9) und geben hier (Abb. 6) 
ihre Übergangskurve (a. a. O. Abb. 4) für T = 3,473° abs, bzw. 
H,, = 34,5 Gauss wieder, in der die Feldstärke am Äquator der Kugel 
als Funktion des Längsfeldes H, aufgetragen ist; man sieht, wie das 


606 


T.3473% 
6 


{ 


0 —+H, 10 20 30 40 so 60 


Abb. 6. Intensität auf das magnetische Feld und den Aquator. 
A H, zunehmend, © H, abnehmend, T = 3,47°K 


Feld am Äquator schneller als H, ansteigt, und zwar entsprechend 


dem Entmagnetisierungsfaktor N = + genau mn = = mal 
so rasch wie H,. Hat daher H, den Betrag 2H,,/3 erreicht, so 
besitzt das Feld am Aguator schon den kritischen Betrag und 
beginnt #n die Kugel einzudringen. Durch allmähliche Auflösung 
des abschirmenden Makrostromes in unzusammenhängende Mikro- 
bereiche erklärt, steigt nun die scheinbare Permeabilität der Kugel 
allmählich von 0 auf 1; dieser Betrag ist genau bei H,, erreicht, 
denn von da an steigt H genau so schnell wie H, an. Bemerkens- 
wert ist ferner die fast vollständige Reversibilität der Erscheinung, 
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die sich darin äußert, daß die Kurven für die Umwandlungs- ae 
richtungen S->N und N—>S beim Einkristall nahezu zusammenfallen. __ 
Betrachten wir nun die eigenen entsprechenden Oszillogramme, _ 
so stellen wir zunächst weitgehende Übereinstimmung fest, Bi 
steigendem Feld (Abb. 3a) bemerken wir zunächst nur den Stér- _ 
pegel, bis bei einer scharf definierten Feldstärke (A bei 0,7138ek) 
von 11,, mm = 50,, Gauss die nach (12) für den Zwischenzutand 
charakteristischen Umlagerungsinduktionsstöße fast unvermittelt eine = 
‘setzen. - Bei diesen Umlagerungsfrequenzen fällt auf, daß sie m 
Gegensatz zum bekannten, über mindestens 7 Zehnerpotenzen aus- __ 
gedehnten Barkhausenspektrum der Ferromagnetika sehr homogen — 
sind, anscheinend höchstens zwischen 500 und 1000 Hz variieren. 
Die Amplituden nehmen ab 0,745 Sek., anscheinend priodisch 
moduliert, rasch ab; da aber nach Beendigung dieser mittelfreuenten — 
Schwingungen zwischen 1,040 und 1,050 Sek. noch einige zunächst — 
nicht deutbare niederfrequente Schwankungen auftreten, soll dr 
Wert von H,, genauer aus dem folgenden Diagramm (Abb. 3a) der 
Umwandlung N->S entnommen werden; hier setzt der Zwischen- 
zustand mit seinen Umlagerungsfrequenzen bei fallender Feld- — 
stärke H, wieder fast unstetig ein (Abszisse A bei 0,318 Sek.), so 
daß wir H,, mit größter Schärfe zu 16,6 mm = 76,, Gauss bestimmen _ 
können. In das S—» N-Diagramm eingetragen (Abszisse E bei 
0,832 Sek.), bezeichnet dieser Wert genau das Ende der mittel- — ; 
frequenten Induktionsstöße. Ferner konstatieren wir ein Verhältnis 


der Werte Bea = (16, — 11,,) = 0,33,, in denkbar genauer Über- DR - 


einstimmung mit dem theoretischen Entmagnetisierungsfaktor der Eis 
Kugel N = 0,333. Die mittelfrequenten Umklappgeräusche sind also = 
eindeutig dem Zwischenzustand der Umwandlung S—> N zugeordnet. ag 
Um so auffallender tritt beim Übergang vom Oszillogramm der : R 
Umwandlung S-> N zu dem des umgekehrten Vorgangs N->S 
(Abb. 4) die Erscheinung hervor, daß die ebenfalls mit Durchschreiten 
der kritischen Feldstärke (Abszisse A bei 0,318 Sek.) fast unvermittelt 
einsetzenden Umlagerungsgeräusche noch lange nach Unterschreitung 
von 2H,,/3 nachklingen; selbst bei 0,3H,, treten noch kräftige 
Schwingungen auf, und die zur Raumersparnis nicht wiedergegebene =—=_— 
Fortsetzung des Diagramms zeigt noch bis 0,14H,, bzw. 1,790Sek, 
intermittierend abreiBende und wieder auftretende Wellenzüge. Die 
bisher ausgeführten Relaxationsbeobachtungen haben Keesom nd = 
van Laer (20) zusammengestellt und analysiert. Hiernach tritt 
keine merkliche Verzögerung des Überganges S--N ein, wenn die SER 
Umwandlung bei konstanter Temperatur durch Einschalten eines ber- = 
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kritischen Magnetfeldes bewirkt wird; wohl aber tritt eine Verzögerung 
von 20—40 Sek. ein, wenn ein Übergang S-> N durch Temperatur- 
steigerung im konstanten Magnetfeld erzwungen wird. Relaxations- 
beobachtungen über den inversen Vorgang N—> S scheinen bisher nur von 
Schubnikow und Mitarbeitern (27) vorzuliegen. Die Messungen von 
Keesom und van Laer(21) über die beim Übergang NS im Magnet- 
feld auftretende latente Wärme dürften die Erscheinung wenigstens 
teilweise erklären; denn nach dem von Shoenberg[(12) Fig. 18, S.72] 
auf Grund dieser Messungen konstruierten S, T-Diagramm erwärmt 
sich der bei 3,04° abs. thermisch isolierte Supraleiter beim Über- 
gang N>S um 0,21°, und diese beträchtliche Annäherung an die 
Sprungtemperatur T,; = 3,71° abs. wirkt der durch die Magnetfeld- 
minderung gegebenen Tendenz zum Übergang N -> S entgegen. 
Ein Einwand, daß eine solche Verzögerung auch bei den de Haas- 
Guinauschen Messungen für fallende Feldstärken hätte zutage 
treten müssen, wäre nicht stichhaltig; denn diese Messungen sind 
statisch ausgeführt, während bei unseren Oszillogrammen der Um- 
wandlungsbereich H,,/3 in weniger als 0,1 Sek. durchlaufen wird, 
so daß hier nicht beliebig viel Zeit zum Temperaturausgleich zur 
Verfügung steht. Es gibt aber noch ein anderes Moment, das die 
Abführung der latenten Wärme an das umgebende He-Bad be- 
hindert; mit Eintritt der Supraleitfähigkeit sinkt nämlich nach den 
grundlegenden Untersuchungen von de Haas und Rademakers (23) 
die Wärmeleitfähigkeit infolge Fortfalls der Elektronenleitung auf 
den geringen durch Gitterleitung getragenen Bruchteil, Entmagneti- 
siert man also die Sn-Kugel im Magnetfeld, und wird entsprechend 
dem :radialen Temperaturgefälle zunächst die äußerste mit dem 
He-Bad in Kontakt stehende Zinnschicht durch Abkühlung supra- 
leitend, so sinkt ihre Wärmeleitfähigkeit etwa auf die von Quarz, 
und damit verzögert sie den Abfluß der Umwandlungswärme, infolge- 
dessen auch die der weiteren Umwandlung N->S. Verläuft aber 
die Umwandlung nicht ‘streng isotherm, dann muß auch die von 
Keesom und van Laer(21) beobachtete Relaxation bei Übergang 
durch Temperaturänderung in Betracht gezogen werden (28). Diese 
ohne ad hoc gemachte Annahmen auskommende Überlegung vermag 
noch andere Erscheinungen zumindest qualitativ zu deuten; so sei 
vorweggenommen, daß beim Sn-Zylinder nach Abb. 5a der Über- 
gang N->S mit merklich geringerer Verzögerung vor sich geht, 
entsprechend dem Umstand, daß die Kugel unter allen Körper- 
formen die geringste Oberfläche und damit Kühlfläche besitzt. 

Die Oszillogramme Abb, 2 und 3 zeigen auch ohne Analyse die 
auffallende Erscheinung, daß die Amplituden der mittelfrequenten 
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Schwingungen von durchschnittlich etwa 700 Hz periodisch 
erscheinen. Es erscheint als nicht unmöglich, daß der Antagonismus Ur a 
zwischen der Magnetfeldänderung einerseits und der Temperatur- —__ 
änderung andererseits anstatt einer monotonen Verschiebung der 
Phasengrenze S/N auch mehr oder weniger periodische Bewegungen 
verursacht. So hält es K. M, Koch [(8), S. 6 und (25), 8. 595] © 
für möglich, daß bei der Umwandlung S— N das Magnetfeld 
nicht monoton vom Aquator aus in die Kugel eindringt, sondern 
daß infolge der mit der Eindringung verbundenen Schwächung des 
Feldverstärkungsfaktors ein periodischer Vorgang entsteht. Ob 
die langsamen Modulationsfrequenzen durch solche Relaxatins- 
schwingungen entstehen, oder ob es sich bei den verschiedenen 
Wellenlängen um Äußerungen verschieden großer und geformter 
etwa entsprechend der von Shoenberg [(Fig. 13, 
S. 56.(22)] konstruierten und von de Haas und Rademakers(23) 
akzeptierten Zeichnung handelt, oder ob gänzlich andere Deutungen IE 
notwendig sein werden, soll im Rahmen dieser experimntellen 
Arbeit nicht erörtert werden, Wir begnügen uns hier:mit.der Fst- —__ 
stellung der nunmehr wohl gesicherten Zuordnung der Umlagerungs- - a 
frequenzen zu den Mikrobereichen des Zwischenzustandes (die von 
Rudnitzkij(24) und K. M. Koch (26) bei neuen Versuchen klassi- _ 
scher Ableitung des MeiBnereffektes herangezogen werden) nd 
mit der Erklärung der Relaxation beim Übergang N-» S, die gemaB 
der komplexen Art der Verzögerungen (28) nur eine Teillösung ein 
kann; eine genauere Diskussion des Frequenzspektrums würde ine — 
gesonderte Untersuchung der verzerrenden Wirkung des Verstirkers _ 
gegenüber nicht sinusförmigen Impulsen notwendig machen. en 
Die Oszillogramme für den Übergang S>N (Abb. 4)undN->S 
(Abb. 5) des Sn-Zylinders bedürfen nach der allgemeinen Diskussion 
der Versuche mit einer Sn-Kugel keiner ausführlichen Besprechung 
mehr. Es genügt, darauf hinzuweisen, daß hier (Abb. 4) der Über- i = 
gang S— N bei H = 4,45, - 16,2 mm = 72,2 Gauss wieder sehr plötz- _ 
lich beginnt (Abszisse A bei 0,960 Sek.), und daß die bei B (0,832 Sek.) _ 
eingezeichnete, wiederum aus dem folgenden N-»S-Diagramm 
(Abb. 3a, Abszisse A bei 0,318 Sek.) übertragene kritische Feldstirke _ 
von H, = 4,454 - 19,7 mm = 87,7 Gauss einen 
faktor (19, 7—16 2/19, 7 = 0,182 ergibt; die Übereinstimmung dieses Pie 
Wertes mit dem Erwartungswert 0,20 (15) ist insofern als befriedigend re 
zu bezeichnen, als bekanntlich schon geringe Formabweichungen an 
den Stirnflächen den Betrag. von N merklich beeinflussen. DßBdiee 
weniger lang andauernde Relaxation des Überganges N->»S durch DE > 
die im Verhältnis zu seinem Volumen größere kühlende Oberfläche wis 
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des langgestreckten Zylinders einfach erklärt werden kann, wurde 
schon bei der Diskussion der Sn-Kugelversuche vorweggenommen. 

In diesem Zusammenhang sei erwähnt, daß auch der Über- 
gang N-»S unter Temperatursenkung im konstanten Magnetfeld, 
also der Meißnereffekt im engeren Sinne, ein ausgedehntes Um- 
lagerungsspektrum ergibt, worüber an anderer Stelle berichtet werden 
wird. Weitere experimentelle Aufschlüsse und damit Grundlagen für 
eine ausführlichere Versuchsdeutung werden von der Ausdehnung 


dieser Oszillogramme auf einkristalline Proben erwartet. _ 


3. Zusammenfassung ER 

Durch eine gesignete Versuchsanordnung ist es nach syste- 
matischer Senkung des Störpegels gelungen, den Übergang von der 
Supraleitung zur Normalleitung (S—> N) und umgekehrt (N—-S) im 
konstanten Magnetfeld an einer polykristallinen Sn-Kugel und einem 
Sn-Zylinder mit hoher Filmgeschwindigkeit zu oszillographieren. Bei 
der Umwandlung S-> N werden, eindeutig an den aus dem Ent- 
magnetisierungsfaktor experimentell und theoretisch bestimmbaren 
Zwischenzustand gebunden, modulierte Umlagerungsfrequenzen von 
durchschnittlich 650 Hz in der Suchspule induziert; sie werden als 
Äußerungen der damit experimentell nachgewiesenen Supraleitungs- 
Mikrobereiche angesehen. Bei der inversen Umwandlung N—=S tritt 
jeweils eine länger dauernde Relaxation auf, die mit dem Auftreten der 
latenten N S-Umwandlungswärme und mit ihrer nur langsamen Ab- 
fuhr durch die äußere, elektrisch supraleitende und daher wärmeisolie- 


rende Kugelschale erklärt wird. Die registrierten reich gegliederten Fre- 


quenzspektren können noch nicht in allen Einzelheiten gedeutet werden. 


Bei den beschriebenen Versuchen und den Heliumverflüssigungen 
wurde ich in dankenswerter Weise durch die Herren Ing. F. Langer, 
stud. phys. H. Lossau und Technischer Sekretär K. Wacker unter- 
stützt. Herrn Dr.K.M. Koch danke ich für seine Mitarbeit bei der 
Vorbereitung und Planung der Versuche, sowie der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft für die Bewilligung einer Sachbeihilfe. 
Herr Reg.-Rat Dr.-Ing. W.Kluge hat diese Arbeit durch Überlassung 
seines Schleifenoszillographen, und Herr Direktor Dr. K. Mey durch 
Beschaffung besonderer Verstärkerröhren in entgegenkommender 
Weise gefördert. 
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zur Hypothese 
Von K. Steiner und W. Gerschiauer 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt) 
(Mit 5 Abbildungen) 


BS Vergleicht man den Einfluß eines äußeren Magnetfelds und 
eines elektrischen Stromes auf den elektrischen Widerstand eines 
_ Supraleiters, so erkennt man, daß durch beide Einflüsse der Über- 
gang zur Supraleitung zu tieferen Temperaturen verschoben wird 
and daß bei genügender Stärke des Feldes bzw. Stromes die Supra- 
leitung sogar ganz aufgehoben werden kann. Diese von H.K.Onnes') 
_ gemachte Beobachtung führte Silsbee zu der Hypothese, daß man 
es bei dem Einfluß eines Stromes und eines Magnetfelds nicht mit 
unabhängigen Erscheinungen zu tun hat, sondern daß in beiden 
Fällen das Magnetfeld in der Oberfläche des Supraleiters für die 
-Vernichtung des supraleitenden Zustands maßgebend ist. Nach 
= _ Silsbee?) ist zur Vernichtung der Supraleitung ein solcher Strom 
nötig, daß sein Magnetfeld in der Oberfläche des Leiters gleich ist 
dem Schwellenwert eines äußeren Magnetfeldes. Unter dem Schwellen- 
wert des Magnetfeldes versteht man bekanntlich die Feldstärke, 
durch welche der supraleitende Zustand aufgehoben wird und ein 
elektrischer Widerstand wieder auftritt. Seine Größe ist außer vom 
Material von der Temperatur abhängig. 
Für einen zylindrischen Draht mit kreisférmigem Querschnitt 
ist das von seinem Belastungsstrom J herrührende Magnetfeld in 
der Zylinderoberfläche H,=0,41/d, wenn. mit d der Drahtdurch- 
messer bezeichnet wird. Ein Vergleich der auf diese Weise be- 
 rechneten kritischen Feldstärke des Belastungsstromes mit dem 
. Schwellenwert für ein äußeres Magnetfeld liefert in der Tat die 
gleiche Größe der Magnetfeldstärken, wenn man die Werte für reine 
Metalle heranzieht. Die Beziehung stimmt allerdings nicht mehr 
= für Legierungen und verunreinigte Metalle. Da diese aber physi- 
get kalisch sehr uneinheitlich sind, kann diese Unstimmigkeit nicht als 
Beweis gegen die Silsbeesche Hypothese gewertet werden. 
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1) H.K. Onnes, Comm. Phys. Lab. Leiden Nr. 133, Nr. 139; Suppl. Nr. 34b. 
£ 2) F. B. Silsbee, Journ. Washington Acad. Sci. 6. S. 597. 1916; Scient. 
_ Pap. Bur. Stand. 14. 8. 301. 1917. 
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Es sei hier noch auf eine Bemerkung von Graßmann') hin- 
gewiesen, nach der man zu derselben Abhängigkeit des kritischen 
Feldes von der Stromstärke im Supraleiter wie oben kommt, wenn © 
man annimmt, daß die den Strom tragende Schicht in der Ober- 
fläche des Supraleiters eine vom’ Drahtdurchmesser d und von der 
Stromdichte unabhängige Dicke hat. Die Gültigkeit der obigen Be- 
ziehung stellt also noch keinen eindeutigen Beweis für die Richtig- 
keit der Silsbeeschen Hypothese dar. 

Es gibt aber noch einen weiteren Versuch zur experimentellen 
Prüfung der. Silsbeeschen Annahme, der von W. Tuyn und 
H. K. Onnes?) durchgeführt wurde. Dabei wurde folgendes ge- 
funden: Schickt man durch einen in der Bohrung eines Zinn- 
röhrchens ausgespannten und gegen dieses isolierten Draht einen 
Strom von entgegengesetzter Richtung wie im Zinnröhrchen, so wird 
über das vom Belastungsstrom des Zinnröhrchens herrührende zirkulare 
Magnetfeld ein entgegengesetzt gerichtetes zirkulares Feld überlagert. 


2 _ MiBt man den Zinnwiderstand bei konstanter Temperatur, so sinkt 


dieser beim allmählichen Anwachsen ‘des zentralen Stromes bis auf 
einen Minimalwert, um bei weiterem Steigen des zentralen Stromes 
wieder zuzunehmen. Dieses Widerstands-Minimum wurde bei dem 
"untersuchten Röhrchen dann erreicht, wenn der zentrale Strom etwa 
40—50°/, des Belastungsstromes im Zinnröhrchen betrug. Dieser 
Versuch bestätigt zunächst qualitativ die Silsbeesche Hypothese. 
- Quantitativ wäre aber das Minimum erst für einen zentralen Strom I, 
gleich dem Belastungsstrom I; im Röhrchen zu erwarten. Um den 
Einfluß des Belastungsstromes bzw. seines Magnetfeldes in der äußeren 
Oberfläche aufzuheben, genügte also schon ein wesentlich kleinerer 
Strom im zentralen Draht und damit ein kleineres äußeres Magnetfeld, 
als nach der Silsbeeschen Hypothese zu erwarten wäre. 

Die im folgenden beschriebenen Versuche sind eine Wiederholung 
und Erweiterung der von Tuyn und Onnes ausgeführten Messungen. 
Sie wurden in der Absicht durchgeführt, weitere Versuchsergebnisse zu 
dieser Frage zu gewinnen und damit zur Klärung der quantitativen 

Abweichung der Versuchsergebnisse von der Silsb eeschen Hypothese 
beizutragen. 
Versuchsanordnung . 

Die Versuchsanordnung war zunächst im wesentlichen die gleiche 
wie bei den Versuchen von Tuyn und Onnes (Abb. 1). Als Wider- 
stände wurden Zinnröhrchen Sn verwendet, in deren Achsen ein 

1) K. Steiner u. P. Graßmann, Supraleitung, 8. 26; Sammlung Viewg 
Nr. 112, Braunschweig 1937. 

2) W. Tuyn u. H.K. Onnes, Comm. Phys. Lab. Leiden ry 174s. Ss * 
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isolierter Kupferdraht Z ausgespannt war. Durch das Zinnröhrchen 
floB in seiner Längsrichtung ein konstanter Belastungsstrom I,; in 
entgegengesetzter Richtung zu diesem floß in dem in der Röhrchenachse 
ausgespannten Kupferdraht Z ebenfalls ein Strom I,, dessen Stärke 
von Null an stetig gesteigert werden konnte. Das zirkulare Magnet- 
feld $, dieses Stromes I, überlagert sich dem vom Belastungsstrom 
Ig herrührenden Feld und kompensiert dieses teilweise. Der Wider- 
stand des Zinnröhrchens wurde mit Hilfe eines Kompensations- 
apparates und eines hochempfindlichen Galvanometers gemessen. 
Die Temperatur des umgebenden Heliumbades wurde während der 
Messung möglichst konstant gehalten und so eingestellt, daß das 
Zinnröhrchen sich auf der Öbesnaikuire 
zum supraleitenden Zustand befand. Spä- 
ter wurde die Versuchsanordnung so aus- . 
gebaut, daß der Widerstand Rr des Zinn- 
röhrchens und der in der Achse Z fließende 
Strom I, zusammen als Funktion der Zeit auf 
demselben Registrierstreifen aufgezeichnet 
wurden. Aus der Registrierung konnte so für 
jeden Widerstandswert R; des Zinnröhrchens 
die jeweilige Stromstärke im zentralen 
Draht Z und daraus die Größe des ma- 
gnetischen Gegenfeldes $, in der Zinnober- 
fläche entnommen werden. Auf dem Regi- 
strierstreifen wurde noch der im Helium- 
gefäß herrschende Dampfdruck mit Hilfe 
eines hierzu entwickelten elektrisch an- 
zeigenden Manometers!) registriert. Der Dampfdruck des Helium- 
bades konnte mit diesem Manometer auf etwa 0,01 mm HgS ab- 
gelesen werden. Auf dem Registrierstreifen waren außerdem noch 


Zeitmarken aufgetragen. 


Abb. 1. 
Versuchsanordnung 


Bei den ersten Messungen tauchten die zu untersuchenden E 


Proben direkt in das flüssige Helium ein. Dabei zeigten sich aber 
plötzliche Schwankungen des Widerstandes, die erst dadurch ver- — 
mieden werden koünten, daß die zu untersuchenden Proben in 
einen flüssigkeitsdichten Kupferhohlzylinder eingebaut wurden und 
nur mit gasförmigem Helium in Berührung kamen. Zur Einhaltung 
eines konstanten Heliumdampfdrucks und damit einer konstanten 
Temperatur war es nötig, dem Heliumbad dauernd dieselbe Wärme- 
menge zuzuführen. Um beim Anwachsen und Abnehmen des 


1) K. Steiner u. W. Gerschlauer, Tätigkeitsbericht der PTR 1938, 
Phys. Ztschr. 40. S. 241. 1939. 


>= 
a 
5 
4 
100 
D 
PL 
. 


K. Steiner u. W.Gerschlauer. Versuche zur Silsbee schen Hypothese 101 


Stromes I, eine Änderung der Jouleschen Wärme im zentralen 
Draht Z und in den Zuleitungsdrähten zu kompensieren, wurde 
noch ein Ausgleichwiderstand in das flüssige Helium eingebaut, 
durch den ein solcher Strom I, floß, daß die Summe I; + I, 
dauernd konstant blieb. Die Einstellung dieses Stromes I, erfolgte 
zusammen mit der Änderung von I, stetig und automatisch. 

Die Zinnröhrchen waren 60 mm lang. An ihren Enden war 
je ein Paar Drähte zur Strom- und Spannungszuführung angelötet. 
Die Röhrchen waren großenteils durch Ziehen hergestellt. Für sehr 
kleinen Innendurchmesser wurde ein isolierter Kupferdraht von 
passender Dicke in die Achse eines Zinnzylinders eingegossen oder 
eingepreßt. Im ganzen wurden 18 verschieden dimensionierte Zinn- 
röhrchen und einige Indiumröhrchen untersucht. Diese Röhrchen 
unterschieden sich durch ihren Innendurchmesser, ihren Außen- 
durchmesser und ihre Wandstärke untereinander. 

Die Versuche wurden in der Weise durchgeführt, daß bei 
konstanter Temperatur T und konstanter Belastungsstromstärke I, 
im Röhrchen der Strom I, im zentralen Kupferdraht Z stetig von 
Null bis zu solchen Werten gesteigert wurde, daß der Widerstand 
Rr des Zinnröhrchens nach Durchlaufen eines Minimums größer als 
sein Ausgangswert wurde. Daran anschließend wurde durch all- 
mähliches Verringern der Stromstärke I, bis auf Null der Vorgang 
rückwärts durchlaufen. Solche Versuche wurden mit verschiedenem 
Belastungsstrom I, und bei verschiedenen Temperaturen T durch- 
geführt. Die Temperaturen T wurden so gewählt, daß verschiedene 
Ausgangspunkte auf der Übergangskurve (bei konstantem I,) ein- 
gestellt wurden. Diese Stellen auf der Übergangskurve sollen durch 
das Widerstandsverhältnis R,/R, festgelegt werden, wenn mit Rr 
der Widerstand bei der MeBtemperatur T°K und mit R, der © 
Widerstand im normalleitenden Zustand bei 4,2°K bezeichnet wird. 


Versuchsergebnisse 


Das Ergebnis einer Registrierung zeigt Abb. 2. In der Ab- 
bildung ist als Abszisse die Zeit, als Ordinate oben der Wider- 
standsverlauf R, des Zinnröhrchens in willkürlichen Einheiten, 
unten die gleichzeitig registrierte Stromstärke I, im zentralen 
Kupferdraht Z aufgezeichnet. AuBerdem sind noch der Dampf- 
druck des Heliumbades und Zeitmarken zu erkennen. Die Be- 


 lastungsstromstärke des Zinnröhrchens war J, = 0,1 Amp., sein 


Außenradius r, = 0,16 mm, sein Innenradius r, = 0,03 mm. Der 
Strom I, war "zunächst Null und nahm conn is u 0,076 Amp. 
zu, anschlieBend wieder auf Null ab. A 
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Die Registrierung zeigt in qualitativer Übereinstimmung mit 
den Versuchen von Tuyn und Onnes gleichzeitig mit der Zunahme 
von I, zunächst eine Abnahme des Widerstands R, des Zinnröhrchens 
um AR, bis zu einem Minimum M,, anschließend eine Zunahme des 
elektrischen Widerstands. Mit wieder abnehmendem Strom I, (rechte 
Hälfte der Abb. 2) ändert sich der Widerstand Ry in umgekehrter 
Richtung entsprechend I,, er hat ebenfalls ein Minimum M, und 
nimmt für I, =0 wieder seinen alten Wert an. Die Stelle, an 
welcher der Widerstand R, bei zunehmendem bzw. abnehmendem 
Feldstrom I, gleich dem Wert für I,= 0 ist, sei mit N, bzw. N, 
bezeichnet. Im Punkt N, und N, ist AR=0. 


ty 


Fan 


ae für Zinnröhrchen Nr. 4 


Da die Kurve I, einen der Zeit streng proportionalen Verlauf 
zeigt, stellt die Kurre R, auch den Widerstandsverlauf des Zinn- 
röhrchens als Funktion der Feldstromstärke I, und damit als Funk- 
tion des äußeren zirkularen Magnetfeldes , dar. Die Lage des 
Minimums M, ist relativ zu 9, durch das Verhältnis I,/Iz ge- 
geben. Es zeigte sich bei den Versuchen, daß diese, die Lage des 
Minimums für jede Probe charakterisierende Größe unabhängig ist 
von der Belastungsstromstärke I, im Röhrchen und unabhängig 
von der Stelle auf der Übergangskurve R,/R,, die durch die Helium- 
temperatur und die Belastungsstromstirke gegeben ist. 

Eine Zusammenstellung der Ergebnisse an den 18 Zinnröhrchen 
gibt Tab. 1 und Abb.3. In der Tab.1 sind Mittelwerte von I,/Iz aus 
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Tabelle 1 
Zinnröhrchen 


K. Steiner u. W. 


der Röhrchen 


mise 


Ss 


*) Belastungsstrom Iz = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 1,0; 4,0 Amp. % ae 
**) Messung von Tuyn u. Onnes in Leiden. \ 
***) Röhrchen längs geschlitzt. 


log 


| w 
100 - L,/Iz Ir Anzahl Herstellungs- 
rin | Ma | Mb Reg. 
1 | 0,015 | 0,575 Re 33 | 0| 2 gegosseen 
2 10,017 |0,4 | 0,383 | 23,5 2 8 | 1; gegossen 
3 |0,025 |0,225 |02 | 90 | 22 | 18 j02;0 gesogen 
4 1003 |0,16 (013 | 53 | 31 | 25 | 01 gesogen — 
5 [0,055 | 1,075 |1,02 |195 | 11 | 11 4 geprebt 
5 |0,055 | 1,075 | 1,02 | 19,5 13 12 4 gegossen 
6 10,08 (0,26 |018 | 32 | 37 | 38 |0,4;d gezogen 
7 10911 |021 |01 19 | 43 | 44 | 04 ‚gezogen 
8 [0,225 |0,325 |0,1 1455| 49 | #6 | 9 gezogen 
=) |0,307 |0,4 1008| 13 | 40 | — 
9 |0,35 | 0,575 |0,225 | 1,65 | 54 45 gezogen 
10 [0,615 |0,715 101 {1,16 | 65 | 54 gezogen 
10***)| 0,615 | 0,715 |0ı |1,16 | 62 | 61 gesogen 
ı |15 |1,55 |005 |103 | 76 | 74 | gesogen — 
12 /1,76 |2,26 (05 128 | 74 | 70. gesogen 
ı3 |196 |226 /03 [1,15 | 61 | 54 gesogen 
14 /|2,0 2,25 (0,25 (1,125 | 26 24 gezogen 
15 2,26 (0,26 |1,13 22 18 gezogen 
16 | 2,055 | 2,26 | 0,205 | 1,10 56 36 gezogen 
B- 17 12,175 |2,225 |0,08 [1,025 | 62 | 52 | 284 gegen 
2 18 |5,0 5.06 |0,06 j1,013 | 71 4 gezogen 
80 Wider stands - Minimum 
als Funktion von log 
4 
Abb. 3. I, /I, für das Widerstandsminimum M, als Funktion von logr,r, 
> 
| 
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mehreren Registrierungen eingetragen und nach dem Innenradius der 
Röhrchen geordnet. In Abb.3 ist die durch I,/Ig gegebene Lage des 
Minimums als Funktion von log r,/r,, also des Radienverhältnisses 
aufgetragen. 

Die Tab.1 enthält in der 1. Spalte die Nummer des Röhrchens, 
in der 2.—5. Spalte seinen Innenradius r,, seinen Außenradius r,, 
seine Wandstärke r,—r, und sein Radienverhältnis r,/r,. In Spalte 6 
und 7 sind die Mittelwerte I,/I, für das Widerstandsminimum M, 
bei zunehmendem, und M, bei abnehmendem Strom I, eingetragen. 
Spalte 9 gibt die Anzahl der Einzelregistrierungen, aus denen die 
Mittelwerte der Spalten 6 und 7 gewonnen wurden, Spalte 10 die 
Herstellungsart der Röhrchen an. Spalte 8 enthält die Belastungs- 
stromstärken Jz im Zinnröhrchen, die, wie schon erwähnt, ohne Einfluß 
auf die Lage des Minimums waren. Bei der Mittelbildung konnten 
deshalb sämtliche Werte benutzt werden. Der bei der Auswertung 
entstandene Fehler liegt im allgemeinen zwischen 3 und 5°/,, doch 
treten gelegentlich auch größere Unsicherheiten bis zu 10°/, auf, wenn 
die Minima sehr flach sind. Außer diesen durch die Auswertung der 
Registrierungen bedingten Fehlern zeigen die gefundenen Werte für 
I,/Iz Abweichungen vom Mittelwert von 5°/, bis zu 15°/,, die durch 
eine zufällige Verlagerung des Widerstandsminimums bedingt sind. 
Am größten waren diese Abweichungen bei den Röhrchen Nr. 8 
und 10, deren Einzelwerte bis zu 15°/, vom Mittelwert abwichen. 
Durch Häufung von Einzelwerten gelang es hier nicht, den Mittelwert 
genau zu ermitteln. 

Aus der Tab. 1 ist nun zu entnehmen, daß ähnlich wie bei den 
Versuchen von Tuyn und Onnes für das Widerstandsminimum eine 
wesentlich kleinere Stromstärke J, erhalten wird als der Belastungs- 
strom I, im Röhrchen beträgt. In den Spalten 6 und 7 erreicht dem- 
entsprechend I,/Iz nicht den de 100°/,, sondern nur Werte bis 76 °/,. 


Bei dem Röhrchen Nr. 1 mit — =38 wurde überhaupt kein Minimum 


beobachtet, 1, [I r ist gleich Null Dies ist deutlich aus Abb. 4 zu 
erkennen, die eine Registrierkurve für dieses Röhrchen zeigt. 

Die Werte J,/Iz nehmen mit einer gewissen Regelmäßigkeit mit 
wachsendem r, zu, wie ein Vergleich von Spalte 2 und Spalte 6 
zeigt. Es sind aber für Röhrchen Nr.8—5 und Nr. 183—18 erheb- 
liche Abweichungen von dieser Regel vorhanden. Eine bessere Dar- 
stellung der Versuchsergebnisse erhält man, wenn man I,/I, als 
Funktion von r,/r, oder dem Logarithmus hiervon aufträgt, wie dies 
in Abb.3 geschehen ist. Als Abszisse ist in logarithmischem Mab- 
stab r,/r, aufgetragen, die angeschriebenen Zahlen bedeuten den 
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zugehörigen Numerus. Die Meßpunkte liegen für r,/r, > 1,4 recht A 
gut auf einer Geraden. Dies gilt auch für die Werte der Röhrchen erg 
Nr.3—5, die jetzt nicht mehr herausfallen. Für r,/r, <1,4 streuen 
die Werte aber sehr. Bei den Röhrchen 18—16, deren Radien- — 
verbältnis nahezu gleich ist, werden für I,/Iz Unterschiede von 35 le 
beobachtet. Diese Unterschiede sind wesentlich größer als der Aus- Yu 
wertefehler und auch größer als die sonstige Streuung der Werte _— 
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. Widerstand R, und Gegenfeld I, als Funktion der Zeit 
für Zinnröhrchen Nr. 1 <i 


für kleines r,/r,. In Zahlentafel 1 ist noch der von Tuyn und 
Onnes gemessene Wert aufgenommen und in Abb. 3 durch ein Kreuz 
dargestellt. 
Für I,/I; besteht nach Tab. 1 kein einfacher Zusammenhang mit 
dem Außenradius r,, der Wandstärke r,—r, und mit dem Röhrchen- 
querschnitt. 
Die Lage der Punkte N, und N, der Ry-Kurve (vgl. Abb. 2 ys 
ist wie die von M, und M, ebenfalls unabhängig vom Belastungs- _ 
strom und von der Stelle auf der Übergangskurve. Die Werte I,/Ig 
für die Stellen N, und N, der Widerstandskurve sind im allgemeinen  —__ 
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etwa 1,8mal so groß wie die für die Lage des Widerstandsminimums M, 
und M, gefundenen Werte. 

Parallel zur Abnahme von I,/I, wird für das Widerstands- 
minimum M, auch die Größe der Widerstandsabnahme AR, mit 
wachsendem r,/r, kleiner, urn für das Zinnröhrchen Nr. 1 ebenso wie 
],/Iz zu Null zu werden. Die Größe der Widerstandsabnahme AR, 
hängt aber im Gegensatz zu I,/Iz von der Belastungsstromstärke I, 
und von der Stelle Rr/R, auf der Übergangskurve ab, die durch die 
konstante Temperatur des Heliumbades und den Belastungsstrom 
vorgegeben ist. Die prozentuale Widerstandsabnahme AR/R, ist 
für die Mitte der Übergangskurve am größten und nimmt gegen den 
Anfang und das Ende der Übergangskurve ab. Sie nimmt mit 
wachsendem Belastungsstrom Ip zunächst zu, scheint aber bei großen 
Strömen I, wieder abzunehmen. Da hinsichtlich der Größe der 
Widerstandsänderung JR, im Minimum die Meßergebnisse noch so 
große Streuung zeigen, daß nur eine qualitative Beurteilung des 
Verhaltens von AR, möglich ist, mögen obige Angaben über diese 
Größe genügen. 

Außer an Zinn wurden auch einige Versuche an Indiumröhrchen 
durchgeführt. Die Ergebnisse der vorläufigen Messungen zeigten, 
daß I,/Ip ebenfalls wesentlich kleiner als 1 ist. Verglichen mit Zinn 
lagen die Werte I,/I, des Minimums bei Indium für gleiches Radien- 
verhältnis r,/r, und unter sonst gleichen Bedingungen im allgemeinen 
aber etwas höher. Die Größe der Widerstandsabnahme AR, war 
größer als bei Zinn. Da der Restwiderstand der Indiumröhrchen 
wesentlich größer als bei den Zinnröhrchen war, ist ein Vergleich der 

‚Größe oh. 


Auf Grund der Silsbeeschen Hypothese sollte man erwarten, 
daß der elektrische Widerstand eines von einem elektrischen Strom 
durchflossenen Supraleiters im Übergangsbereich dann ein Minimum 
zeigt, wenn das von seinem Belastungsstrom herrührende Magnet- 
feld. durch ein überlagertes Feld in seiner Oberfläche gerade kompen- 
siert wird. Bei der verwendeten Versuchsanordnung ist das resul- 
tierende Magnetfeld in der Zylinderoberfläche der Zinnröhrchen dann 
gleich Null, wenn der durch den zentralen Kupferdraht fließende 
Strom I, entgegengesetzt gleich dem Belastungsstrom I; im Röhr- 
chen ist, das Stromverhältnis I,/Iz also gleich 100°/, wird. Diese 
Beziehung, die unabhängig von den geometrischen Abmessungen 
der verwendeten Röhrchen gelten müßte, ist durch obige Versuche 
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nicht voll bestätigt. Es wird zwar für fast alle untersuchten Röhr- 
chen ein Widerstandsminimum bei wachsendem Gegenfeld $, beob- 
achtet, aber die Größe dieses Gegenfeldes ist wesentlich kleiner als 
der erwartete Wert. In einem Fall fehlt sogar das Minimum ganz. 

Versucht man einen Zusammenhang zwischen den geometri- 
schen Abmessungen der Röhrchen und der Größe des Gegenfeldes 9, 
zu finden, das proportional zu I; ist, so lassen sich die Beobach- 


tungen durch die Beziehung darstellen: 


Durch diese nen werden die ae für r rn > 1,4 gut 
wiedergegeben. Für Werte r,/r, < 1,4 reicht diese Beziehung aller- 
dings nicht mehr aus, sondern es treten große Abweichungen 
auf. Es ist bis jetzt nicht gelungen, diese Werte in eine andere 
Beziehung einzuordnen. Daß die Größe I,/Iz nicht nur vom 
Innenradius der Röhrchen abhängt, erkennt man durch Ver- 
gleich der Werte für die Röhrchen 3—5 und 13—17. Ebenso 
besteht kein einfacher Zusammenhang mit r,, wie die Werte für 
die Röhrchen Nr.13—17 und Nr.1 und 9 zeigen. Daß die Wand- 
stärke ohne wesentlichen Einfluß auf die Lage des Minimums ist, 
erkennt man aus den Werten für die Röhrchen Nr. 1 und 12; 3 und 16; 
7, 8 und 10. Auch der Réhrchenquerschnitt liefert keinen ein- 
fachen Zusammenhang mit I,/Iz. 

Der von Tuyn und Onnes in Leiden gemessene Wert gilt für 
ein Radienverhältnis r,/r, < 1,4 und fällt somit bereits in das Ge- 
biet, wo unsere Werte keine Regel mehr erkennen lassen. 

Die Abhängigkeit der Größe der Widerstandsabnahme AR, im 
Widerstandsminimum M, von der Stelle auf der Ubergangskurve 
und vom Belastungsstrom I, wird verständlich, wenn man beachtet, 
daß. von einem bestimmten Ausgangszustand anf der Ubergangskurve 
aus eine Widerstandsabnahme höchstens bis zu solchen Widerstands- 
werten möglich ist, die durch die Übergangskurve zur Supraleitung für 
sehr kleinen Belastungsstrom und ohne Magnetfeld gegeben sind. In 
der schematischen Abb. 5 ist diese Übergangskurve dick ausgezogen 
und mit dem Index 0 versehen. Die andern Übergangskurven mit den 
Indizes 1, 2, 3 gelten für zunehmende Belastungsstromstärken I, und 
stellen die Kurven dar, auf denen die Ausgangspunkte bei unseren 
Versuchen eingestellt wurden. Die bei Überlagerung eines äußeren 
Feldes größtmögliche Abnahme ist nun durch die Länge der Ordi- 
naten zwischen dem Ausgangspunkt auf einer der Kurven 1—3 und 
der dick ausgezogenen Kurve 0 gegeben, zu der auch das Stück der 
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Abszisse links von der Kurve 0 zu rechnen ist. Die Abstände b,d, e 
der drei Ausgangspunkte auf Kurve 2 von der Kurve 0 zeigen deut- 
lich die Abhängigkeit der Widerstandsabnahme AR, von der Stelle 
auf der Übergangskurve bei konstantem Belastungsstrom. Die von 
der Mitte der Kurven 1—3 ausgehenden Ordinatenabschnitte a, b, c 
lassen die Abhängigkeit von der Belastungsstromstärke J, erkennen. 
Ein Absinken von AR, bei großen Werten Jp wäre danach aller- 


Abb.5. Schematische Ubergangskurven für verschiedene Belastungsströme 1, 2, 3. 
AR in Abhängigkeit vom Belastungsstrom (a, b, c) und von der Ausgangsstelle 


auf der Übergangskurve (b, d, e) 


Für die Abnahme der Größe von AR, mit kleinerwerdendem 
],/Iz wurde ebenso wie für den Zusammenhang von I,/Iz mit den 
geometrischen Abmessungen der Röhrchen noch keine Erklärung 
gefunden. 

Unsere Versuche zeigen jedenfalls, daß der Einfluß eines elek- 
trischen Stromes auf den Übergang zur Supraleitung durch ein 
äußeres Magnetfeld zum Teil dadurch wieder aufgehoben werden 
kann, daß das Magnetfeld des elektrischen Stromes Ig durch das 
äußere Feld teilweise kompensiert wird. Außer diesem Einfluß 
liegen aber offenbar noch andere Ursachen vor, welche die Größe 
des elektrischen Widerstandes im Übergangsgebiet zur Supraleitung 
beeinflussen und bei Röhrchen mit großem r,/r, oder mit kleinem 
Innendurchmesser besonders wirksam werden. 

Vielleicht geben die Betrachtungen von M. v. Laue’) einen 
Fingerzeig zum Verständnis dieser Beobachtungen, insbesondere des 
Einflusses eines kleinen Krümmungsradius der Röhrchen. 


1) M.v. Laue, Ann. d. Phys. (5) 32. S. 71. 1938. 
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Zusammenfassung 


Es wird über Versuche zur Silsbeeschen Hypothese berichtet, 
bei denen der Widerstand von Zinnröhren im Bereich des Über- ER ® 
gangs zur Supraleitung durch ein überlagertes Magnetfeld gemessen 
wird. Es zeigt sich, daß bei fast allen untersuchten Röhrchen der 
elektrische Widerstand ein Minimum durchläuft, wenn das äußere 
zirkular gerichtete Magnetfeld zu dem Feld des Belastungsstromes _ 
entgegengesetzt gerichtet ist und allmählich zunimmt. Die um 
Erreichen des Minimums nötige Feldstarke hängt vom Innen- nd 
Außen-Durchmesser der Röhrchen ab. In einem Fall, wo das Ver- _—> 
hältnis des Außendurchmessers zum Innendurchmesser des Rhr- __ 
chens besonders groß war, wurde kein Widerstandsminimum mehr — 


beobachtet. Eine die MeBergebnisse wiedergebende Zuordnung des 
äußeren Gegenfeldes zu den BRöhrchendurchmessern war fir in 
Radienverhältnis der Röhrchen r,/r, > 1,4 möglich. Für kleinere 


= 


Werte des Radienverhältnisses versagt diese Darstellung der MeB- 


ergebnisse. - 


Berlin-Charlottenburg. 
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Die wellenmechanische Theorie des elektrischen Widerstandes 
in Metallen!) in der im wesentlichen von Bldch, Nordheim und 
Peierls?) stammenden, zum Teil aber bereits auf Houston?) zurück- 
gehenden Form wird heute allgemein als die richtige Beschreibung 
des Leitfähigkeitsmechanismus angesehen. Als Stütze für. diese 
Ansicht wird dabei in erster Linie die aus der „Blochschen Theorie“ 
folgende Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstandes an- 
geführt, welche mit dem experimentellen Befund im großen und 
ganzen übereinzustimmen scheint. Es darf jedoch nicht übersehen 
werden, daß in Einzelheiten noch Abweichungen zwischen Theorie 
und Experiment bestehen ‘). 

Gegenüber der elementaren Betrachtungsweise Houstons, 
welche den endlichen elektrischen Widerstand auf die Streuung der 
Elektronenwellen an den Unregelmäßigkeiten des Kristallgitters, 
bedingt vor allem durch dessen Temperaturbewegung, zurückführt, 
enthält die Blochsche Theorie zwei wesentlich neue Gesichtspunkte. 
Erstens wird diese Wechselwirkung zwischen Leitungselektronen 
und Wärmeschwingungen des Gitters genauer untersucht und der 
dabei auftretende Energieaustausch berücksichtigt, was vor allem- 
für die Verhältnisse bei tiefen Temperaturen entscheidend ist. Und 
zweitens wird nicht, wie bei Houston, in erster Näherung mit’ ebenen 


1) Vgl. H. Bethe, Handb. d. Phys. 2. Aufl. XXIV/2. 1933; L. Brillouin, 
Die Quantenstatistik 1931; H. Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle 1936; 
L. Nordheim, Müller-Pouillet IV/4. 1934; R. Peierls, Naturw. XI. 1932. 

2) F.Bloch, Ztschr. f. Phys. 52. 8. 555. 1929; 58. S. 216. 1929; 59. 8. 208. 
1930; L. Nordheim, Ann. d. Phys. [5] 9. S. 607 und 641. 1931; Ztschr. f. 
Phys. 81. 8. 697. 1933. 

3) W. Houston, Ztschr. f. Phys. 48. 8. 449. 1928; Phys. Rev. 34. S. 279. 1929. 

4) Vgl. dazu E. Griineisen, Ann. d. Phys. [5] 16. 8. 530. 1933. Im be- 
sonderen ist bei hohen Temperaturen g nicht streng proportional zu 7, wie es 
nach Houston und Bloch sein müßte. Auch das von Bloch abgeleitete 
T*-Gesetz bei tiefen Temperaturen scheint nicht allgemein zu gelten. 
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Elektronenwellen, entsprechend „freien“ Leitungselektronen, gerechnet, 
vielmehr tragen bei Bloch bereits die ungestörten Wellenfunktionen 
den evtl. vorhandenen Braggschen Reflexionen der Elektronen an 
dem regelmäßigen, also an dem nicht schwingenden Gitter Rechnung, 
so daß nur noch die Störung dieser Wellenfunktionen durch die 
Temperaturbewegung des Gitters.zu berechnen ist. 

Hierzu muß zunächst folgendes bemerkt werden. Erstens lassen 
sich die Blochschen Wellenfunktionen im ungestörten Gitter ein- 
schließlich der Abhängigkeit der Energie von ihrem Ausbreitungs- 
vektor keinesfalls allgemein, sondern nur in Grenzfällen und dann 
nur angenähert berechnen, so daß letzten Endes im Resultat mehrere 
unbekannte bzw. nur in Grenzfällen bekannte Funktionen auftreten. 
Andrerseits wird durch die Verwendung dieser Funktionen der ganze 
Rechnungsgang, wenn auch mathematisch durchführbar, so doch in 
seiner physikalischen Tragweite zum Teil recht undurchsichtig, wobei 
auch die Bedeutung der zahlreichen Vernachlässigungen im einzelnen 
nur schwer zu übersehen ist. In dieser Hinsicht gewinnt die Leit- 
fähigkeitstheorie wesentlich an Klarheit, wenn man die Blochschen 
Betrachtungen über die Wechselwirkung zwischen Elektronen und 
Gitterschwingungen statt mit den von ihm verwendeten Eigen- 
funktionen mit ebenen Wellen durchführt. Durch diese Übertragung 
kommt man zwar zur gleichen Temperaturabhängigkeit des elek- 
trischen Widerstandes wie bei der Blochschen Behandlung, hat 
aber jetzt die Möglichkeit, durch physikalische Überlegungen und 
durch Berücksichtigung weiterer Wechselwirkungsprozesse die Leit- 
fähigkeitstheorie so zu erweitern, daß man auch die noch vor- 
kommenden Abweichungen wenigstens qualitativ verstehen kann. 

Darüber hinaus gibt es aber noch zwei prinzipielle Bedenken 
gegen die Verwendung der Blochschen Wellenfunktionen: Erstens 
gelten sie (auch in erster Näherung) nur bei einem sehr großen reinen 
Einkristall; und es ist keinesfalls zu übersehen, in welcher Weise sie 
bei Kristallbaufehlern abzuändern sind, seien es nun Fremdatome oder 
Lockerstellen in größerer Anzahl, die nicht mehr durch eine Nähe- 
rungsrechnung erfaßt werden können, oder handele es sich um ein 
polykristallines Medium oder gar um ein flüssiges Metall. Besonders 
in diesen beiden Fällen, die sich in der Größe und Temperatur- 
abhängigkeit des elektrischen Widerstandes nicht allzusehr von dem 
eines Einkristalls unterscheiden, können die ein völlig regelmäßiges 
Gitter voraussetzenden Blochschen Wellenfunktionen sicher nicht 
als brauchbäre erste Näherung angesprochen werden. Auch das 
mitunter geäußerte Gegenargument, es käme nur darauf an, daß 
das Gitter auf der Strecke einer freien Weglänge der Elektronen 
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{~ 10~* cm) ungestört sei, was ja bei polykristallinen und flüssigen 
Metallen einigermaßen zutrifft, kann die mathematischen Bedenken 
nicht zerstreuen. Rechnet man jedoch in erster Näherung mit 
ebenen Wellen, so kann man relativ leicht die zusätzliche Streuung 
der Elektronen an diesen Gitterstörstellen untersuchen. Man erhält 
dann unscharfe Bedingungen für die Braggschen Reflexionen, 
während die Impulsübertragung zwischen Elektronen- und Wärme- 
wellen in fast gleicher Weise verläuft wie beim Einkristall, sofern 
diese beiden Wellen nicht wesentlich durch die Gitterstörungen 
modifiziert werden. 

Zweitens ist es für die Blochsche Theorie wesentlich, daß bei 
der Wechselwirkung zwischen Elektronen und Gitterschwingungen der 
Energiesatz scharf erfüllt ist, daß sich also bei der Absorption eines 
Schallquants hy» die Elektronenenergie genau um diesen Energie- 
betrag ändert. Eine Unschärfe in der Energieübertragung würde 
in der Blochschen Theorie vor allem bei tiefen Temperaturen 
(d. h. für kT<h») wegen der starken Energieabhängigkeit der 
Besetzungswahrscheinlichkeiten für Elektronen- und Schwingungs- 
zustände in diesem Temperaturgebiet nicht ohne Einfluß auf die 
Größe des elektrischen Widerstandes sein und evtl. auch zu einer 
anderen Temperaturabhängigkeit führen. 

Nun hat aber E.Kretschmann') gezeigt, daß bei der Wechsel- 
wirkung‘ zwischen Elektronen und Gitterschwingungen von einer 
scharfen Energieübertragung selbst bei guten Leitern nicht die 


Rede sein kann. Denn aus den gemessenen Widerstandswerten bei ‘ 


Normaltemperaturen ergeben sich nach der allgemein gültigen 
Leitfähigkeitsformel ner Werte für die mittlere StoBzeit 


von .der Größenordnung 10-18 Sek. Von der gleichen Größen- 
ordnung oder noch größer sind aber auch die Schwingungszeiten 
der kurzwelligen Gitterschwingungen, so. daß also während jeder 
Schwingung mindestens ein Stoßprozeß von der für den Leitfähig- 
keitsmechanismus maßgebenden Art erfolgt?). Dies bedeutet aber, daß 


1) E. Kretschmann, Ztschr. f. Phys. 87. 8. 518. 1934; 88. S. 792. 1934. 
Ein Einwand von R. Peierls (Ztschr. f. Phys. 88. S. 786. 1934) wurde ‘von 
Kretschmann widerlegt. Auch ein Entgegnungsversuch von J.H. van Vleck 
(Rev. Univ. Nac. Tucuman. Ser. A: Mat. 1. S. 81. 1940) kann nicht als Ent- 
kräftigung des Kretschmannschen Arguments angesehen werden (vgl. die 
folgende Anmerkung). 

2) Da sich tf in der Leitfähigkeitstheorie aus der Differenz zweier ver- 
schiedener Arten von Stoßprozessen errechnet, ist die sekundliche Anzahl der 


tatsächlichen Stoßprozesse größer als 1/r; dadurch werden die Verhältnisse — 


noch ungünstiger. 
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die „natürliche Linienbreite“ einer bei einem solchen Prozeß emittierten 
Schallwelle ungefähr gleich groß ist wie die Schallfrequenz selber. 
Unter diesen Umständen kann ein Verfahren wie das von Bloch, __ 
das die Wechselwirkung zwischen den Elektronen- und Schallwelen _ 
nur näherungsweise als Störung berücksichtigt, nicht als die richtige , 
Beschreibung der tatsächlich vorliegenden Verhältnisse angesehen 
werden. Bei ihrer starken Wechselwirkung müßte man vielmehr 
die Elektronen und die Gitterionen als ein einziges großes dyna~ __ 
misches System ansehen und nach einem anderen als dem üblichen 
Näherungsverfahren suchen, welches die zugehörige vieldimensionle  — 
Wellengleichung zu lösen gestattet. Doch sind wir von einer solchen 
Lösungsmethode noch recht weit entfernt. tr 
Vorerst bleibt daher nichts anderes übrig, als doch den von a ae = 
Bloch eingeschlagenen Weg zu gehen und dabei evtl. die höheren 
Näherungen zur Fehlerabschätzung heranzuziehen. Dabei mußman 
sich aber stets klar darüber sein, daß die so gewonnenen Resultate a: 
genau genommen nur für einen Leiter mit einer wesentlich größeren A 
Leitfahigkeit als bei den realen Metallen gelten. Immerhin ist es er- __ 
staunlich, wie relativ gut die Blochsche Theorie trotz allem die Beob- A. ae 
achtungen wiedergibt. 
Aber gerade der Umstand, daß das Blochsche Verfahren nur 
fir wesentlich schwächere Wechselwirkungen als die tatsächlich 
vorkommenden zulässig ist, bestärkt uns in der Überzeugung, daB ; 
das Operieren mit den obnehin nur für Idealkristalle anwendbaren — 
Blochschen Wellenfunktionen eine zusätzliche, vermeidbare Be- 
lastung der Theorie darstellt. Denn im Fall einer wesentlich 
schwächeren Wechselwirkung ist schon von vornherein ein Nähe- — : 
rungsverfahren angezeigt, bei dem eben in erster Näherung von dieser _ »2 
Wechselwirkung ganz abgesehen und daher mit ganz freien Elek- 
tronen (d. h. ebenen Elektronenwellen) gerechnet wird. Dazu kommt, 
daß zwar die Wechselwirkung bei der Reflexion einer reed 
welle an einer einzelnen Gitterschwingung von der gleichen GréBen- _ a 
ordnung ist wie bei einer Braggschen Reflexion am ungestörten 
Gitter, daß es aber wesentlich mehr reflektierende Gitterschwingungen 
als Netzebenen gibt. Man kann daher beide Arten von Reflexionen 
in gleicher Näherung behandeln, sofern man nicht überhaupt dn 
Einfluß der Braggschen Reflexionen vernachlässigt. 5 
Rechnet man aber einmal mit ebenen Elektronenwellen in erster __ 
Näherung, so vereinfacht sich die Leitfähigkeitstheorie ganz wesent- ed 
lich. Im besonderen kann man altgewohnte Begriffe aus der Optik 
übernehmen und die Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen Ele- 
mentarprozesse unter Heranziehung ces Korrespondenzprinzips n 
Annalen der Physik. 5. Folge. 42. 
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relativ einfacher Weise ermitteln. Man gelangt so zu einer Berechnung 
der Leitfähigkeit, die wesentlich einfacher ist als die Blochsche 
Methode, und die man als eine Erweiterung der elementaren Houston- 
schen Behandlung bezeichnen kann. Im 3. Abschnitt wird zunächst 
diese elementare Houstonsche Theorie in einer unseren Zwecken 
angepaßten Form wiedergegeben, während der 4. Abschnitt ihre Er- — 
weiterung durch die genauere Berücksichtigung der Energieübertragung 
zwischen den Elektronen- und Schallwellen bringt. Der 5. enthält Be- 


trachtungen über die Auswertung der Stationaritätsgleichung für die 


Verteilungsfunktion der Elektronen }). 

Zuvor wird im 2. Abschnitt die übliche Bestimmung: der 
Elektronenverteilung in einem elektrischen Feld im Rahmen der 
Lorentz-Sommerfeldschen Elektronentheorie wiedergegeben, die 
auch unverändert in die wellenmechanische Leitfähigkeitstheorie 
übernommen werden kann. Es zeigt sich dabei, daß auch gegen dieses ° 
Lorentzsche Verfahren gewisse Bedenken erhoben werden müssen, 
und daß hier ein bisher noch nicht untersuchtes Problem zu lösen ist. 

Bei allen diesen Betrachtungen beschränken wir uns auf den 
reinen Leitfähigkeitsvorgang. Thermische Effekte, sowie der Einfluß 
eines äußeren Magnetfeldes oder der magnetischen Wechselwirkung 
der Elektronen untereinander sollen unberücksichtigt bleiben. Des- 
gleichen sollen bier die Probleme, die mit der endlichen Korngröße 
oder mit der Anwesenheit von Fremdatomen oder sonstigen Kristall- 
baufehlern zusammenhängen, nicht behandelt werden. 


2. Berechnung der Leitfähigkeit aus der Elektronenstreuung am Gitter 


Bei der Lorentz-Sommerfeldschen Methode zur Ermittlung 
der elektrischen Leitfähigkeit ist die Stromdichte i durch die Formel 


(2,1) fofar (mit dv = dv, dv, dv) 
v 


gegeben, in der f die durch das angelegte elektrische Feld % ge- 
störte Verteilungsfunktion (Besetzungswahrscheinlichkeit) für. die 
Elektronen bedeutet. Ohne äußeres Feld ist 

1 


e kT +1 


mit der kinetischen Energie E = pi eines Elektrons und der u 


2 


1) Eine vorläufige Mitteilung des Verf. erschien‘ in den Naturw. 27. S.109. 
1939. Die angekündigte ausführliche Darstellung über diesen Gegenstand ver- 
zögerte sich wegen des Krieges. 
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für Temperaturen, die klein sind gegen die Entartungstemperatur des 
Fermigases, aus der Elektronenzahl n im Kubikzentimeter nach der 
Formel 


Die Verteilungsfunktion f im Feld % ist bestimmt durch das a 
Gleichgewicht zwischen der beschleunigenden Wirkung des elektri- = 
schen Feldes auf die Elektronen einerseits und der ausgleichenden +9 
Wechselwirkung zwischen diesen und dem Kristallgitter andererseits. _ 
Das Feld erzeugt bei allen Elektronen die gleiche Beschleunigung _ 


Bun 48, so daß sich die Anzahl Xf von Elektronen einer be- 


stimmten Geschwindigkeit infolge dieser Beschleunigung vom Stand- 
punkt eines mitbewegten Beobachters aus nicht ändern darf. Der 
Feldeinfluß wird daher gegeben durch 


(0-2) + ($2 28) 


so daß für den Fall eines räumlich homogenen ohne 
Temperaturgefälle 

of 8 of 
wird. Andererseits kann die Wechselwirkung zwischen den Elek- 
tronen und dem Gitter beschrieben werden durch. eine Formel von 


der Gestalt 
| 2 W (0,0) fi) (1 — f(v)) 
(26) 
| + Ww, (1-50), 


in der W(b,v‘) die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß ein be- = 
stimmtes Elektron in der Zeiteinheit aus dem durch » beschriebenen 
Zustand in den Zustand mit der Geschwindigkeit u’ übergeht. Dabei __ 
ist über alle Zustände b’ zu summieren. Die Ermittlung von W 
bildet das erste Grundproblem der Leitfähigkeitstheorie. Natürlich 
muß diese Funktion so beschaffen sein, daß die rechte Seite von (2,6) __ 
identisch verschwindet, wenn man für f die stationäre Verteilungs- _ 


1) Dabei steht öf/dr für den gewöhnlichen räumlichen Gradienten grad f 
und öf/db für den Gradienten im Geschwindigkeitsraum mit den Komponenten 
of of of 
Ov,’ dv,’ 


ge 


= 
4 
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funktion f, im feldfreien Metall nach (2,2) einführt. Also muß die 

Beziehung 


(2,68) W (v, 0’) —fo) W (v', f,'(1 -f) 
erfüllt sein. Wir werden sie später noch auf einem anderen Wege 
ableiten. 

Kommt es bei Anwesenheit eines Feldes zur Ausbildung einer 
so muß 


sein. 
funktion f. Ihre een stellt das zweite Gais der 
Leitfähigkeitstheorie dar. 

Da sich in einem Metall bei konstantem angelegtem Feld ein 
solcher Gleichgewichtszustand erfahrungsgemäß ausbildet, kann man 
sicher sein, daß (2,7) eine zeitlich konstante und physikalisch sinn- 
volle Lösung für f besitzt, wenn man alle Wechselwirkungsprozesse 
zwischen den Elektronen und dem Gitter richtig erfaßt. Andererseits 
ist einleuchtend, daß nicht jede beliebig vorgegebene Streufunktion W 
zu einem Gleichgewichtszustand führt. So kann z.B. bei zu geringer 
Wechselwirkung oder gar bei einer solchen, welche keine Energie- 
übertragung vermittelt, wie etwa bei den Braggschen Reflexionen, 
die den Elektronen durch das Feld zugeführte Energie nur zum Teil 
oder gar nicht abgeleitet werden, so daß die Elektronenenergie 
dauernd anwächst'). 

Es muß also eine mathematisch faßbare Bedingung geben, der 
die Streufunktion W genügen muß, damit (2,7) überhaupt eine 
brauchbare Lösung besitz. Diese Bedingung zu finden ist ein 


1) Diese Verhältnisse treten besonders deutlich in Erscheinung bei einem 
fiktiven eindimensionalen Modell, bei dem f nur vom Betrag v von » abhängt 
und w=f(-v) ist. Dann besitzt die rechte Seite von (2,6) nur ein Glied 
von der Gestalt W (f — f’), und man erhält, wenn man (2,7) einmal auf einen 
Punkt der positiven Geschwindigkeitsachse, zum anderen auf den entsprechenden 


Be — - negativen Achse anwendet, die beiden Gleichungen 


$f 


dv 
mit der wu Lösung 
v 
= au 
f=f'+a [ Wav+d 
Ist die eine Integrationskonstante a + 0, so besitzt f einen Sprung bei v =0, 4 


und für sehr große v können nicht gleichzeitig f und f’ verschwinden. Ist a = 0, 3 
so erhält man das sinnlose Resultat f = /’ = b. ee 


Sauter. Zur Theorie der metallischen 


drittes, bisher noch nicht untersüuchtes Grundproblem der Leit- 
fähigkeitstheorie. Leider ist mir seine Lösung bisher noch nicht 
gelungen. 

Wir ergänzen diese Betrachtung durch die Ableitung zweier 
Summensätze aus der Stationaritätsbedingung (2,7. Geht man von 
der mit ihr wegen (2,6) identischen Gleichung 


es +(83f) - 


aus und summiert bzw. integriert) über alle Zustände b, so ver- 
schwinden ur. Seiten der Gleichung identisch (die linke wegen 


> Hm ini ae $f db = 0). Multipliziert man aber (2,8) vor der 


Summation mit der Elektronenenergie E = en ‚so erhält man nach 


einer partiellen Integration links und Vertauschung von » mit bv’ in 
der einen Doppelsumme rechts cee 


(2,88) Ds) = (E-E). 


Links steht nach (2,1) die vom Feld pro Kubikzentimeter und Sekunde 
geleistete Arbeit (%i), rechts die von den Elektronen bei sämtlichen 
Streuprozessen in der. Volum- und Zeiteinheit an das Gitter tiber- 
tragene Energie, d. h. die Joulesche Wärme; (2,83) spricht also den 
Energiesatz beim Leitfähigkeitsvorgang aus. Da bei rein elastischen 
Streuprozessen die rechte Seite von (2,8a) verschwindet, müssen dann 
auch (fi) und damit i verschwinden; in diesem Fall gibt es also, in 
Übereinstimmung mit der obigen Überlegung, keinen stationären Zu- 
stand mit endlichem Strom. 

Ähnlich wie den Energiesatz kann man auch den Impulssatz 
für das System Elektronen—Gitter ableiten. Durch Multiplikation 
von (2,8) mit «ud und Summation über alle » ergibt sich 


Hier steht rechts der gesamte, in der Volum- und Zeiteinheit von 
den Elektronen durch die StéBe auf das Gitter übertragene Impuls, 
links wegen If=n die Gesamtkraft — ne des Feldes auf die 
im Kubikzentimeter enthaltenen n Elektronen, also wiederum der 
sekundlich übertragene Impuls pro Kubikzentimeter. Da das Feld 
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auf die in der Volumeinheit enthaltenen Ionen die Kraft + ne % 
ausübt — denn die Gesamtladung dieser Ionen muß ja gerade die 
Elektronenladung — ns kompensieren — so gilt also der Impulssatz 
für das ganze Metall’). 

Nach den vorstehenden Ausführungen kann also die Gl. (2,8) 
keine brauchbare Lösung besitzen, wenn durch W nur rein elastische 
Streuprozesse erfaßt werden (vgl. die Anmerkung auf S. 116). Daher 
ist es recht erstaunlich, daß ein von H. A. Lorentz angegebenes, 
seither immer wieder angewandtes Lösungsverfahren auch in diesem 
Fall zu einem. physikalisch sinnvoll erscheinenden Resultat führt. 
Also muß dieses Verfahren an irgendeiner Stelle eine unerlaubte 
oder zum mindesten problematische Schiußfolgerung enthalten, und 
es gilt daher, diese Stelle zu finden. 

Den Ausgangspunkt des Lorentzschen Näherungsverfahrens 
bildet die aus (2,8) für den Fall rein elastischer Streuprozesse hervor- 
gehende Gleichung 


(2,9) (§ $f) = fwd 


Denn für solche Prozesse ist nach (2,6a) W(b,b‘) = W (v’,»), und 
außerdem kann man die Summe über alle v’ in ein Integral über 
alle Richtungen von b’ nach dem Schema 


= fda... 


umformen, ‘wobei nunmehr w die Streuwahrscheinlichkeit in der 
 Raumwinkeleinheit bedeutet. Zu derselben Gl. (2,9) kommt man 
übrigens näherungsweise auch bei allgemeinem W, sofern die bei den 
 Streuprozessen übertragenen Energiebeträge klein gegen k 7 sind, 
wie es den tatsächlichen Verhältnissen für hohe Temperaturen (d.h. 
für T> 0 = charakteristische Temperatur des Metalls) der Fall ist. 
Denn für so kleine Energieänderungen kann die Verteilungsfunktion 
für die Elektronen selbst ‘an der Abfallstelle der Fermiverteilung als 
langsam veränderlich angesehen werden, so daß nach (2,68) auch 
hier W(6,0) = W(v',v) gesetzt werden kann. Dann nimmt (2,8) 
durch Umformung nach dem Schema (2,10) ebenfalls die Form (2,9) 
an, aus der nunmehr die bei der Streuung heraus- 
gefallen ist. 


1) Es ist daher nicht einzusehen, wieso aus dem Impulssatz die Existenz 
der sogenannten Peierlsschen Umklapp-Prozesse erschlossen werden kann 
(vgl. dazu H. Bethe, a. a. O., im besonderen 8. 536). Die obige Schlußfolgerung 
ist übrigens unabhängig von der Deutung der durch W dargestellten Prozesse. 


= > u a 
er TR Ae! 
Bi 
= 
| 
v 
| 
( 
4 


F. Sauter. Zur Theorie der metallischen Elektrisitätsleitung 119 


Die Lorentzsche Methode beruht nun wesentlich auf der An- 
nahme, :daß die Gleichgewichtsverteilung f, durch das Feld % nur 
wenig gestört wird, so daß es sinnvoll erscheint, f in eine Potenzreihe 
nach F = || zu entwickeln mit f, als dem von F unabhängigen 
Glied. Letzteres scheint nun für das obige Problem der ent- 
scheidende Punkt zu sein. Im Fall F = 0 ist die einzige(?) Lösung 
von (2,8) durch f =f, gegeben, so daß hier diese Entwicklung ge- 
rechtfertigt erscheint. Hingegen wird (2,9) im Fall F=0 durch 
jedes beliebige, nur vom Geschwindigkeitsbetrag abhängige f gelöst, 
was ja auch direkt einzusehen ist, da rein elastische Wechsel- 
wirkungsprozesse zwischen den Elektronen und dem Gitter nie zu 
einem Energieaustausch und damit auch nie zum Einstellen der 
Gleichgewichtsverteilung f, führen können. Die Annahme, daß die 
Reihenentwicklung von f auch dann mit dem Glied f, beginnt, ist 
also identisch mit der Annahme, daß es außer den in w explizit 
angegebenen elastischen Streuprozessen noch andere Prozesse in 
hinreichender Anzahl gibt, welche einen so starken Energieaustausch 
bewirken, daß auch bei endlichen Feldstärken die Gleichgewichts- 
verteilung nicht allzu sehr gestört wird. Wie groß diese Wechsel- 
wirkung zahlenmäßig sein muß, läßt sich allerdings auf diese Weise 
nicht beantworten; hier wird man vielmehr wieder auf das oben an- 
gegebene dritte Grundproblem geführt. Vermutlich wird bei zu 
kleinem Energieaustausch die Störung der Verteilungsfunktion durch 
das Feld so groß, daß man nicht mehr, wie es im folgenden ge- 
schehen wird, die Reihenentwicklung für f nach dem in F linearen 
Glied abbrechen kann, sondern auch noch höhere Glieder mitnehmen 
muß. Als Folge davon würde das Ohmsche Gesetz seine strenge SE 
Gültigkeit verlieren’). 

Die weitere Durchführung des Lorentzschen Näherungs- 
verfahrens erfolgt nunmehr zwangsläufig. Wir setzen f unter Ein- 
führung einer neuen unbekannten Funktion r von der Dimension 
einer Zeit („Einstelldauer“ oder „Stoßzeit“) in der Form 23 a 


1) Die obigen Überlegungen lassen eine Überprüfung der Nordheim- 
schen Theorie des temperaturunabhängigen Zusatzwiderstandes bei Legierungen 
notwendig erscheinen. Da Nordheim (a. a. O.) diesen bei sehr tiefen Tem- 
peraturen allein übrig bleibenden Widerstand auf die (fast) rein elastische = 
Streuung der Elektronen an den Gitterunregelmäßigkeiten zurückführt, erhebt 1 
sich die Frage, ob der von Nordheim nicht untersuchte schwach unelastische ; 
Anteil bei dieser Streuung zur Aufrochterhaltang des Gleich- 


5 
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& an und gehen damit in die Gl. (2,9) ein’). Lassen wir alle Glieder mit 

einer höheren Potenz von F als der ersten weg, so erhalten wir wegen 
of, é 

(8 =F COs 7 mit 

_ nach Kürzung durch die linke Seite von (2,9) i. 

(2,12) i= 


cos 7 


Diese Integralgleichung für r läßt sich leicht lösen, wenn die Streu- 
_ wahbrscheinlichkeit w nur oder wenigstens in der Hauptsache nur 
Streuwinkel #=-(b, nicht aber explizit von den Richtungen 

von » bzw. b’ abhängt? In diesem Fall wird (2,12) streng oder 

wenigstens in guter Näherung durch ein richtungsunaßhängiges r = 1’ 
gelöst, Denn dann läßt es sich aus dem Integral herausziehen, während 
in dem restlichen Integral die in 7 enthaltene v-Richtung wegfällt, 
wenn man über alle Stellungen der Streuebene bei festgehaltenem 
Streuwinkel 9 mittel. Wegen cos7/ = cos + sin 7 sin cos 
_ fallt nämlich bei dieser Mittelung über p das Glied mit ae weg 
und man erhält 
7, = f(a — cos #)dQ. 


t 


Zur Bestimmung der elektrischen Leitfähigkeit setzen- wir die 
gestörte (2,11) in (2,1) ein. wird 


IBA 


ER + Da (8 ah) ein sehr steiles Maximum an der Abfallstelle H = E, 


der Fermiverteilung besitzt, kann bei einem an dieser Stelle nur 
schwach geschwindigkeitsabhängigen r = rt, dieses aus der Summe 
_ herausgezogen werden, und man erhält nach partieller Integration 


ipa 


: 1) In dem in der Anmerkung auf 8.116 behandelten eindi ionalen 
hätte man of 
é 0 e o 
f= ho + u ö v T, f fh ee dv T 


; zu setzen und würde dann bei Beschränkung auf die in F linearen Glieder 


a t= a also eine von der dort gewonnenen strengen Lösung völlig 


verschiedene Näherungslösung erhalten. 

> 2) Dies gilt stets dann, wenn Braggsche Reflexionen keine oder nur 
eine geringe Rolle spielen und wenn die im kristallinen Medium laufenden 
% Schallwellen sich nicht allzu sehr von denen in einem isotropen Medium unter- 
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Hängt jedoch r wesentlich von » ab, so hat man in dieser Formel | 


an Stelle von T, seinen Mittelwert 


db 
a 1 
(2,15) ers? — f.)aE 


einzusetzen. Auf jeden Fall erhält man für die elektrische Leit- x 


fähigkeit o, bzw. für den spezifischen Widerstand o die Beziehung 
(2,16) 

Hätte man bei der Berechnung von r aus (2,11) die Abhängig- 
keit der Streuwahrscheinlichkeit w auch von der kristallographischen 
Orientierung berücksichtigt, so hätte man für r statt eines Skalars unter 
Umständen einen Tensor gefunden. Da jedoch die meisten Metalle, 
darunter alle Alkalien und Edelmetalle im kubischen System kristalli- 
sieren, für das sich der Leitfähigkeitstensor auf einen Skalar reduziert, 
kann bei der obigen Näherungslösung (2,13) kein großer Fehler ent- 
standen sein. 


3. Die elementare Houstonsche Theorie 
Wir gehen nun über zur wellenmechanischen Ermittlung der 


~ Streuwahrscheinlichkeit W bzw. w. Zunächst ist es klar, daß ein 


völlig idealer Kristall für ebene Elektronenwellen absolut durch- 
sichtig ist), sofern diese nicht gerade unter einem solchen Winkel 
auf eine Netzebene auftreffen, daß die Braggsche Bedingung 


2dsin = ni 


erfüllt ist. Da nach den Ausführungen am Ende des 2. Abschnittes 
nur Elektronenzustände in der Nähe der Abfallstelle der ey 
verteilung zur Elektrizitätsleitung beitragen, für.die also A» A 

so existieren nur relativ wenige Fortschreitungsrichtungen der has 
tronenwellen, für die Braggsche Reflexionen überhaupt auftreten 
können. Diese Prozesse werden daher bei der Elektrizitätsleitung 
im allgemeinen nur eine untergeordnete Rölle spielen und sollen 
deshalb im folgenden außer Betracht bleiben. 


1) Dies ist auch angenähert dann der Fall, wenn der Kristall in Bereichen 
von der Ausdehnung der mittleren freien Weglänge der Elektronen im Gitter 
~ 107° cm) keine merklichen Unregelmäßigkeiten zeigt. Dies ist wichtig für das 
Verständnis der Elektrizitätsleitung in einem mikrokristallinen Gefüge, das keine 
wesentlich andere Leitfähigkeit besitzt als ein Einkristall, sowie in flüssigen Me- 
tallen, deren Widerstand nur um einen Faktor von etwa 2—4 größer ist als der der 
festen Körper. Man kann letzteres als einen neuen Beweis für die bereits durch die 
Röntgeninterferenzaufnahmen bewiesene Tatsache betrachten, daß auch in Flüssig- 
keiten in kleinen Bereichen die noch völlig regelmäßige Atomanordnung besteht. 
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te Die Hauptursache für die Streuung der Elektronen am Gitter 
me bildet neben den Gitterbaufehlern und Fremdatomen, welche nicht 
= = _ zu einer wesentlichen Energieübertragung an das Gitter führen, nach 
Houston die Temperaturbewegung des Gitters. Infolge seiner 
Warmeschwingungen wirkt der Kristall auch beim Fehlen sonstiger 
é os Gitterstérungen fir die Elektronen um so mehr als tribes Medium 
je höher seine Temperatur ist. 
Die Berechnung der Streuwahrscheinlichkeit infolge der Wärme- 
_ schwingungen verläuft ähnlich der Debyeschen Behandlung des 
eas Temperatureinflusses auf die Réntgenstrahlinterferenzen. Man kann 
_ jedoch das Resultat (bis auf einen Zahlenfaktor) auch ohne Rechnung 
durch qualitative Überlegungen ableiten, wie im folgenden gezeigt wird. 
Die Streuwahrscheinlichkeit für ebene Elektronenwellen an 
einem Kristallgitter setzt sich zusammen aus zwei Anteilen, dem 
_ Atomformfaktor für die Streuung am einzelnen Gitterion und dem 
Interferenzfaktor für die Überlagerung der Elementarwellen, die von 
den einzelnen fast regelmäßig angeordneten Streuzentren ausgehen. 
i Ein (2-fach) geladenes Gitterion können wir hinsichtlich seiner Streu- 
_ wirkung durch ein abgeschirmtes a mit der potentiellen 


AB Energie für ein Elektron U = — e beschreiben, wobei der 


Abschirmungsradius a von der des Gitterabstandes ist. 
Damit ist auch die abschirmende Wirkung der übrigen Leitungs- 
_ elektronen formal erfaßt. Dieses Feld führt zu einem Wirkungsquer- 
ER schnitt Q für die Streuung der Elektronenwelle in die Raumwinkel- 
der durch die modifizierte Rutherfordformel 


2uva 


iy 


’ 


gegeben ist. 
ioe Wären die N = ~ Ionen pro Kubikzentimeter völlig ee 
= mäßig verteilt, so dünn sie zu einer Streuwahrscheinlichkeit 
(8, 2) w= NvQ 


en führen. Nun sind aber die Ionen fast regelmäßig angeordnet und 
eis” gwar so, daß sich bei völlig regelmäßiger Anordnung die von ihnen 
ee ausgehenden Elementarwellen durch Interferenz gerade vernichten. 
Es tritt also noch ein Interferenzfaktor hinzu infolge des Phasen- 
ss _ unterschiedes zwischen einem über den thermisch verschobenen 
a  Gitterpunkt laufenden Elektronenstrahl und einem Strahl über dessen 
er Big Da eine Ionenverschiebung parallel zur Symmetrieebene 
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Phasenänderung bewirkt, ist diese ausschließlich durch die Ver- 
schiebungskomponente s des Ions senkrecht zu dieser Ebene bedingt. 
Da sich durch diese Verschiebung die Länge des Strahlweges 


Ansein + 
um 28 sin ändert, ist die Phasenverschiebung gleich 
In der Stronformel muß das Quadrat über diesen Ausdruck eingehen, 
da sie unabhängig vom Vorzeichen von s sein muß. Ferner kommt 
es nicht auf den Momentanwert von s? an, sondern auf seinen Mittel- 
wert s*, so daß wir die Streuwahrscheinlichkeit für die Elektronen 


am schwingenden Kristall in der Form 
(3,8) w= #3 
ansetzen kénnen?). 


Es kommt also noch auf die Bestimmung des mittleren Ver- 
schiebungsquadrates s? senkrecht zur Symmetfieebene an. Bei hohen 


' Temperaturen kann man die einzelnen Gitterionen in ihrer Bewegung 


senkrecht zu dieser Ebene sicher als lineare harmonische Oszillatoren 
(mit der Masse m des Gitterions und der Eigenfrequenz ) betrachten 
und daher 


(3,4) mit bu=kT 
setzen. Dann geht (3,3) über in 
QkT $ 
(3, 5) v= sin? — 


und damit wird nach (2,18) und (2,16) auch der BI Wider- 
stand bei hohen Temperaturen proportional zur absoluten Tem- 
peratur?.. Im besonderen erhält man durch Zusammenfassung aller 
Formeln 


2z2e*ukT 


1) Daß der Zahlenfaktor in dieser Formel richtig ist, läßt sich durch die 
ausführliche Berechnung von w zeigen. 

2) Dies ist allerdings nur eine erste Näherung, denn gerade bei hohen 
Temperaturen, bei denen die Amplituden der Wärmeschwingungen relativ groß 
sind, liefern in einer Reihenentwicklung von w nach Potenzen von s* auch die 


"höheren Glieder merkliche Beiträge, so daß man für w und damit auch für @ 


eine Reihenentwicklung nach Potenzen der absoluten Temperatur erhält, welche 
mit dem linearen Glied als Hauptglied beginnt. Wir werden auf diese Zu- 
satzglieder, welche den von Griineisen (a. 2.0.) angegebenen Korrektur- 
gliedern in der Widerstandsformel entsprechen, in einer späteren Arbeit - 
zurückkommen. 


a 
5. 
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Da hier noch z, » und a als Unbekannte auftreten, kann man diese 
Formeln nicht zur quantitativen Bestimmung von o heranziehen. 
Immerhin erhält man mit plausiblen Werten für diese Konstanten 
die richtige Größenordnung von g'). Doch muß hier wieder an die 
Ausführungen im 1. Abschnitt erinnert werden, nach denen die ganze 
Leitfähigkeitstheorie vorerst nur für Substanzen mit wesentlich 
kleinerem Widerstand als bei den gewöhnlichen Metallen gilt, so daß 
ibr also lediglich qualitative Bedeutung zukommt. 

Im Gegensatz zu den geschilderten Verhältnissen bei hohen 
Temperaturen, wo von einer einigermaßen befriedigenden Überein- 
stimmung zwischen Theorie und Experiment gesprochen werden 
kann, versagt die Houstonsche Behandlungsweise völlig bei tiefen 
Temperaturen. So bewirkt schon allein die Nullpunktsschwingung 
des Kristallgitters nach Houston eine Trübung gegenüber Elektronen- 
wellen, so daß bei T = 0 ein durchaus.nicht geringer Restwiderstand 


vorhanden sein müßte, von dessen Existenz jedoch bei reinen Metallen - 


nichts beobachtet ist. Aber auch beim Außerachtlassen dieser Null- 
punktsschwingung kommt man nach der Houstonschen Theorie in 
ihrer elementaren Form für tiefe Temperaturen zu einem wesentlich 
falschen Temperaturgesetz für 9. Zunächst wäre in (3,4) nach der 


Planck schen Formel = how + 3 einzusetzen. 


Wie man aber yon der Theorie der spezifischen Wärmen fester 
Körper her weiß, darf man in diesem Temperaturgebiet die Gitter- 
ionen nicht mehr als voneinander unabhängige Oszillatoren be- 
trachten, sondern muß wegen der zwischen ihnen bestehenden 
Phasenbeziehungen mit den elastischen Wellen im Gitter rechnen. 
Durch Mittelung über alle diese Schallwellen bis zur Grenz- 


frequenz wo, = *8, wie in der Debyeschen Theorie, erhält man 


nach Weglassen des von der Nullpunktschwingung herrührenden 
Anteils 


1) Das — in » 36) läßt sich elementar ME und ergibt 


1 + a? 2uva ; 
Es wird also, wie man übrigens auch direkt aus (3,6) ersieht, für schwache 
Abschirmung («<&1) gleich 4n, während es für starke Abschirmung (a >1) 
wie 4n/3o* abfällt. 


on = 21 (1 +)] mit «= 
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Daraus gewinnt man für hohe Temperaturen (T> ©) die Be- 


ziehung s* = ear , also wie oben die Proportionalität mit der 
absoluten Temperatur; nur tritt jetzt an die Stelle der Frequenz » 
in (8,4) die wohlbestimmte Größe w,//3. Hingegen findet man für 


tiefe Temperaturen s? = ae ;-, während erfahrungsgemäß o bei 


abnehmender Temperatur sicher wesentlich stärker als JT? abfällt. 

Dieses Versagen der Houstonschen Betrachtungsweise bei 
tiefen Temperaturen hat seinen Grund in der Nichtberücksichtigung 
der Energieübertragung von den Elektronen auf das Gitter bei den 
Streuprozessen. Diese Vernachlässigung ist genau so wie bei der 
Ableitung von (2,9) nur gerechtfertigt für Temperaturen, für die k T 
groß ist gegen die übertragenen Energiebeträge, hier also gegen die 
Schallquantenenergien Aw. Dann und nur dann gilt ja auch die 
Formel (3,4) und in diesem Fall führt die Houstonsche Theorie ja 
auch zu einer brauchbaren Widerstandsformel. Ist hingegen kT 
vergleichbar mit den vorkommenden Schallquanten, so verliert ‘nicht 
nur (3,4), sondern auch bereits die dem 3. Abschnitt zugrunde gelegte 
Formel (2,9) ihre Gültigkeit. In diesem Fall muß man daher auf 
die vollständige Formel (2,8) zurückgreifen und dabei die energetische 
Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den Gitterschwingungen 
berücksichtigen. Wie dies in relativ einfacher Weise durch eine 
entsprechende Abänderung der elementaren Houstonschen Theorie 
durchgeführt werden kann, soll i im folgenden Abschnitt gezeigt wenden. 


4. Die Energieübertragung zwischen Elektronen und Schallwellen 


Für die folgenden Betrachtungen wollen wir von nie - | 


nicht mit den Schwingungen der einzelnen Gitterbausteine, sondern 
richtiger mit den im Gitter laufenden elastischen Wellen (Schall- 
wellen) rechnen. Da für hohe Temperaturen beide Betrachtungsweisen 
zum gleichen Wert für das mittlere Amplitudenquadrat der Gitter- 
schwingungen führen, muß man auch bei der nur von diesem abhängigen 
Elektronenstreuung zum gleichen Ergebnis kommen, auch wenn die 
Streuprozesse im einzelnen wesentlich verschieden laufen. 

Zunächst eine kurze Bemerkung zu den Schallwellen! Genau 
so wie wir oben bei der Elektronenstreuung am Kristall von den 
Sondereffekten infolge der Gitterstruktur abgesehen haben, wollen 
wir sie auch bei den Wärmewellen im Kristall vernachlässigen und 
somit die Schallwellen nach den Gesetzen der gewöhniichen Elastizitäts- 
theorie kontinuierlicher Medien behandeln. Dann können wir uns auf 
die Kompressionswellen (Longitudinalschwingungen) beschränken, da 
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die Transversalschwingungen zu keiner Änderung der Ladungsdichte 
im Ionenkontirfuum führen und daher keinen Einfluß auf die Leitungs- _ 
elektronen besitzen '). 

Wir betrachten die Wechselwirkung einer ebenen Elektronen- 
welle der Wellenlänge A mit einer ebenen Schallwelle der Wellen: 
länge A. Es liegen hier weitgehend analoge Verhältnisse vor wie 
beim Durchgang einer Lichtwelle durch ein mit Ultraschall erregtes 
Medium. Denn die Schallwellen wirken auf die Elektronenwellen als 
Beugungsgitter mit der Gitterkonstante 4, das sich mit der Schall- 
geschwindigkeit c durch das Metall hindurchbewegt. Da aber c stets 
sehr klein ist gegen die in Frage kommenden Elektronengeschwindig- 
keiten (Phasengeschwindigkeit!), so können wir zunächst diese Be- 
wegung vernachlässigen und das Beugungsgitter als ruhend ansehen. 

Beim’ Auftreffen einer Elektronenwelle auf dieses Gitter entsteht 
nun immer dann ein abgebeugter bzw. reflektierter Strahl, wenn die 
Braggsche Bedingung DEN 
(4,1) ni=2Asinn (nm = 1,2,...) 
erfüllt ist. Hier bedeutet „ den Glanzwinkel der Elektronenwellen 
gegen die Schallwellenfront, also die Hälfte des Streuwinkels + 
zwischen dem primären und dem abgebeugten Strahl. 

Man kann (4,1) auch anders schreiben, wenn man von den 
Wellenlängen zu den Ausbreitungsvektoren übergeht, also zu Vektoren 
von der Richtung der Wellennormale und dem Betrag gleich dem 
2n-fachen der reziproken Wellenlänge. Ist dieser Ausbreitungsvektor 
für die primäre Elektronenwelle f und für die abgebeugte Welle f, 


wobei |f| = | fj-k= ist, und bezeichnet q den Ausbreitungs- 


vektor der Schallwelle (mit lqi\=q= =). so erhält man durch 


Umdrehung von (4,1) zunächst 2ksiny=ng. Da sich die Komponente 
von f senkrecht zu q bei der Beugung nicht ändert, kann man diese 
Beziehung zu der Vektorgleichung 


(4,2) fet+ng (m=+1, +2,...) 
erweitern, deren Komponente auf die q-Richtung mit der obigen Be- 
ziehung identisch ist. 


1) Dies gilt allerdings selbst bei kubischen Kristallen nur angenähert. 
Denn wie uns die Elastizitätstheorie anisotroper Medien lehrt, gibt es zwar zu 
jedem Ausbreitungsvektor drei ebene Schallwellen mit zueinander senkrecht 
stehenden Schwingungsvektoren, doch hat im allgemieinen keiner dieser drei Vek- 
toren die Richtung der Wellennormale. Nur wenn letzteres der Fall ist, dann 
sind die Transversalschwingungen reine ne ohne ER 
des Mediums. 
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Nun tritt aber bei dieser Reflexion wegen der Bewegung der 
Schallwelle noch eine Frequenzinderung der Elektronenwellen auf, 
die man entweder als eine Art zweifachen Dopplereffekt am bewegten 
Spiegel oder als Ramaneffekt infolge der Streuung an einem 
schwingenden Medium ansprechen kann. Dann bleibt zwar die Be- 
ziehung (4,2) zwischen den Ausbreitungsvektoren gültig, an ‘Stelle 
von k’ = k tritt jedoch eine neue Beziehung zwischen den Frequenzen 
von der 


Dabei or zu den und » 
hörigen Elektronenfrequenzen, und w, = ® ist die Schallfrequenz cq’). 

Die gleichen Beziehungen kann man aber auch aus dem Teilchen- 
bild gewinnen, wenn man außer von korpuskularen Elektronen mit 


den Impulsen p=Af und p= Af’, sowie den Energien E 


und E'= Zn auch von „Schallquanten“ mit den Impulsen Aq und 


den Energien ho, = heq spricht*). Deutet man nawlich die Wechsel- 
wirkungsprozesse zwischen den Elektronen und den elastischen 


1) Man erkennt dies leicht, wenn man sich auf den Standpunkt eines mit 
der Schallwelle mitlaufenden Beobachters stellt und die Ausbreitungsvektoren 
und Frequenzen auf dieses ,,Ruhesystem“ transformiert. Diese Transformations- 
formeln lauten für eine Welle mit dem Ausbreitungsvektor fund der Frequenz » 
im gewöhnlichen System und f° und w° im Ruhesygtem 


Dabei bedeuten k, und k, die Komponenten von f parallel und senkrecht 
zur Systemgeschwindigkeit c (Schallgeschwindigkeit), während C die Vakuum- 
lichtgeschwindigkeit ist. Gelten nun im Ruhesystem die Beugungsgesetze 
am ruhenden Gitter, so erhält man durch die Transformation genau die 
Gi. (4,2) und (4,3). 

2) Die Schallquantentheorie kann in völliger Analogie zur Lichtquanten- 
theorie entwickelt werden. Im besonderen gelten bei Wechselwirkungs- 
prozessen (Z tößen) von Elektronen mit Schallquanten genau wie bei 
solchen mit Lichtquanten die Erhaltungssätze für Impuls und Energie. Doch 
besteht zwischen beiden Theorien insofern ein Unterschied, als ein freies 
Elektron zwar ein Schallquant, nicht aber ein Lichtquant absorbieren oder 
emittieren kann. Man erkennt dies sofort bei Anwendung der beiden Er- 
haltungssätze auf einen solchen Absorptionsprozeß, bei dem sich das Elektron 
vor dem Prozeß in Ruhe befindet. 
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Schwingungen als Prozesse der Absorption bzw. Emission von Schall- 
quanten durch die Elektronen, so erhält man aus den Erhaltungs- 
sätzen für die Energie und den Impuls die beiden Gleichungen 
(4,4) p=piasd, =E+tha,, 


wobei sich das obere Vorzeichen auf die Absorption und das untere 
auf die Emission eines Schallquants beziehen. Diese beiden GL. (4,4) 


stimmen genau mit den aus dem Wellenbild abgeleiteten Gl. (4,2) 


und (4,3) überein, wenn man sich dort auf die Beugungserscheinungen 
erster Ordnung beschränkt (n = + 1). 

Den Beugungseffekten höherer Ordnung würden im Teilchenbild 
Prozesse entsprechen, bei denen mehrere gleiche Schallquanten auf 
einmal absorbiert oder emittiert werden. Nun können aber vom 
Standpunkt des Teilchenbildes aus genau so gut auch mehrere ver- 
schiedene Schallquanten gleichzeitig emittiert werden, so daß also 
etwa f'={—q,—q,—--~- gelten würd. Für diese mehrfachen 
Prozesse wiederum kann man ein Gegenstück im Wellenbild angeben, 
nämlich eine Beugungserscheinung beim gleichzeitigen Vorhandensein 
der durch q,, q,,... dargestellten Schallwellen. Man kann sie als 
Braggsche Reflexionen an den „Netzebenen“ ansprechen, die. durch 
die Orte der Dichtemaxima bei der Überlagerung der Schall- 
wellen q,, 9, -.. hindurchgehen. Wir haben sie bei der obigen 
wellenmäßigen Betrachtung nur deswegen nicht gefunden, weil wir 
uns dort auf den Fall einer einzigen Schallwelle beschränkt haben. 

Nun besitzen im allgemeinen Prozesse, bei denen mehr als 
ein Quant gleichzeitig emittiert oder absorbiert werden, genau so wie 
in - der Optik eine. wesentlich geringere Wahrscheinlichkeit als die 
einfachen Prozesse. Ebenso sind die Beugungserscheinungen höherer 
Ordnung im allgemeinen viel schwächer als die erster Ordnung. 
Voraussetzung dafür ist eine nicht zu starke Wechselwirkung zwischen 
den ProzeBpartnern. Da wir der ganzen vorliegenden Betrachtung 
die Voraussetzung fast freier Elektronen, also sehr kleiner Wechsel- 
wirkung zwischen den Elektronen und der positiv geladenen Materie 
zugrunde gelegt gaben, ist es nur konsequent, wenn wir zunächst 
alle Prozesse höherer Ordnung weglassen und uns auf die Prozesse 
der Emission oder Absorption eines einzelnen Schallquants bzw. auf 
die Beugungswelle erster Ordnung beschränken !), 

Zu den oben besprochenen Beugungs- bzw. Stoßprozessen treten 
noch die eigentlichen Braggschen Reflexionen, bei denen sich der 


1) Wir werden auf diese Prozesse höherer Ordnung, die korrespondenz- 
mäßig den in Anm.?2 auf 8. 123 angeführten Zusatzgliedern zweiter und höherer 
Näherung entsprechen, wie oben erwähnt, in einer späteren Mitteilung eingehen. 


= 
4 
| 
. . 


F. Sauter. Zur Theorie der metallischen Elektrizitätsleitung 129 


Ausbreitungsvektor des Elektrons um das 2r-fache eines Vektors b 
im, reziproken Gitter ändert, während die Elektronenenergie un- 
geändert bleibt. Dazu kommen noch als Beugungseffekte höherer 
Ordnung dio Kombinationsprozesse aus Braggschen Reflexionen am 
Gitter und Beugungserscheinungen an Schallwellen, darunter die 
Peierlsschen Umklapp-Prozesse, bei denen =f+2nb+g ist. 
Von allen diesen Prozessen wollen wir im folgenden jedoch absehen. 

Zur Diskussion der Gl. (4,3) und (4,2) bzw. (4,4) bemerken wir 
zunächst, daß bei festen f bzw. p durch die Wahl der Richtung 
von f oder q alle übrigen Größen eindeutig bestimmt sind. Führt 
man als Parameter den Streuwinkel 9 ein, so erhält man für den 
Elektronenimpuls p’ nach dem Stoß eine algebraische Gleichung 
vierter Ordnung, die sich jedoch leicht angenähert lösen 148t'). Denn 
wegen der Kleinheit der Schallquanten ändert sich die Elektronen- 
energie beim Stoßprozeß nur wenig, so daß man mit p = p aus der 
Impulsgleichung (4,4), oder auch direkt aus der Braggschen Be- 
ziehung 1 1) mit n = 1, den Näherungswert 


ho, 2cp sin = 
erhält. Damit ergibt sich aus der Energiegleichung 4, 4) 
, 
mt 


aus der p>uc sofort die Richtigkeit der obigen Voraus- 
setzung erkennt. 
Im folgenden wird über alle Streurichtungen zu integrieren sein. 
Wir merken bereits jetzt an, daß dabei über # im allgemeinen nicht 
bis zum Wert integriert werden darf. Da nämlich 2cp meist 
wesentlich größer ist als die größte im Schallspektrum vorhandene 
Quantenenergie Aw, = k O, ist nach (4,5) über al nur bis 
= 


2arc sin ( 


1) Führt man statt als Parameter den Winkel ¢ zwischen f und + q 
(bei Emissi ) bzw. — q (bei Absorptionsprozessen) ein, so Bet 
sich die Gl. (4 4) streng lésen. Dann wird 


heq=2cpcos$+2uc* und p’ = Vp? 199, 


Wegen (= 7 und p>uc stimmen Formeln mit (4,5) und 


überein. 
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zu — Oder wenn man als neue Veränderliche 


gt 


einführt, Integral über £ von 0 bis or » m 

Wir gehen nun über zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten 
für die eben betrachteten Streuprozesse unter Absorption bzw. 
Emission eines Schallquants. Sie lassen sich durch Verwendung ‘des 
Korrespondenzprinzips in gleicher Weise ermitteln wie in der Optik 


die Absorptions- bzw. Emissionswahrscheinlichkeit für ein Lichtquant. | 


Dazu betrachten wir zunächst einen einzelnen Streuprozeß, der 
vom Elektronenzustand mit der Geschwindigkeit » zum Zustand b’ 
unter Absorption eines durch q beschriebenen Schallquants führt, 
und stellen ihm den inversen Prozeß gegenüber, bei dem das Elektron 
von b’ nach » unter Emission des Schallquants q übergeht. Im 
Gleichgewichtszustand müssen beide Prozesse gleich häufig sein, 
woraus sich eine Beziehung zwischen den Wahrscheinlichkeiten für 
die Elementarprozesse ergibt. 

Die sekundliche Zahl der Absorptionsprozesse ist gleich 


(4,7 a) Ang f (1 -7J) 


Dabei sind f und f’ die Besetzungszahlen der beiden Elektronen- 
zustände und n, die mittlere Anregungsstärke der Schallschwingung q, 
welche im Gleichgewicht durch die Plancksche Formel 


gegeben ist. Die Proportionalitätskonstante A ist als Elementar- 
wahrscheinlichkeit für den StreuprozeB naturgemäß temperaturunab- 
hängig. 

Bei den inversen Prozessen muß man wie in der Optik zwischen 
spontanen und erzwungenen Emissionsprozessen unterscheiden. Erstere 
sind unabhängig von der Zahl n, der vorhandenen Schallquanten 
und entsprechen der gewöhnlichen Lichtemission angeregter Atome; 
ihre sekundliche Zahl nennen wir 


(4,8) 


(4,7b) B,f'(l—f). 

5 
Dazu -treten noch die erzwungenen Emissionsprozesse mit der 
Häufigkeit 


(4,76) 


deren Vorhandensein man sich im Wellenbild leicht klarmachen 
kann. Sie entsprechen den Streuprozessen an Schallwellen in dem 
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und so zu einer ,,Rotverschiebung“ infolge Dopplereffekt und damit — 

zu einem Energieverlust der Elektronen beim Streuprozeß führen. —_ 
Setzt man in den drei Ausdrücken (4,7) für f,und f’ die Gleiche 

gewichtsverteilungen f, und f,’ nach (2,2) ein, sowie fürn, den Aus- 


Fall, das letztere vor der ankommenden Elektronenwelle davonlaufen — 3 


druck (4,8), so erhält man die Gleichgewichtsbedingung Fi E 
A fo (1 — fy) = (B, + B, fy-(1 —f,)- 
Kürzt man hier durch n, f,(1 —f,’), so wird 
A = (B, — 1) + B,)e@- 


Da die Koeffizienten als Elementarwahrscheinlichkeiten unabhängig — 
von T sind, kann diese Beziehung (wegen E’= E + Aw,) nur be- R ay 


stehen wenn 
(4,9) A=B=B, 
ist. Damit kann der allgemeine StoBansatz (2,6) in der Form vale ER 
ö 


(4,10) 
+ DA + + mf" (1 —f)} 


geschrieben werden. Dabei entsprechen die beiden Glieder in der ee 
ersten Summe den Absorptions- bzw. Emissionsprozessen, die vom 
Zustand mit der Verteilungsfunktion f wegführen, während die zweite 
Summe die inversen Prozesse zählt. Der eingestrichene Zustand get 
aus dem ungestrichenen durch Absorption des Schallquants q undder _— 
zweigestrichene durch dessen Emission hervor. Zu summieren ist dabei 
über alle möglichen Schallquanten oder, was wegen (4,5) auf das — N 
gleiche hinausläuft, über alle Richtungen nach dem StreuprozeB, —__ 
Um den Anschluß an die im, 3. Abschnitt abgeleitete Streun- — 
wahrscheinlichkeit w zu gewinnen und dadurch die in (4,10) och — 
offene Größe A zu bestimmen, ersetzen wir zunächst, ähnlich 
wie in (2,10), die Summe durch ein Integral über alle Streu- — 


richtungen nach dem Schema = [w,d2 Dasichug 
von A nur um einen von T unabhängigen Faktor entsprechendderZahl _ ER 
der Zustände unterscheidet, welche (bei Wahrung des Energie- nd 

Impulssatzes) als Endzustände in einer bestimmten Raumwinkeleinheit § 
möglich sind, ist es wie A temperaturunabhängig. Gehen wir nun zum 
Grenzfall hoher Temperaturen über, für den n, nach (4,8) annähernd i 
gleich 47 > 1 ist und f’= f” wird, für den also (4,10) übergeht in 
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und vergleichen nun diesen Ausdruck mit den in diesem Grenzfall 
gültigen Ausdruck auf der rechten Seite von (2,9), so erkennen wir 
sofort, daß 

(4,11) 


who 
2kT 


ist, wobei w mit der durch (8,5) gegebenen Funktion übereinstimmt. 
Man kann (4,11) in zweierlei Hinsicht betrachten, einmal als 
einen Beweis für die Richtigkeit unserer früheren Überlegungen, welche 
zu der in (3,5) enthaltenen Proportionalität von w mit T geführt 
haben und die sich hier als notwendige Folge der Analyse der in w 
summarisch zusammengefaßten Streuprozessen erweist. Zum anderen 
ergibt sich aus (4,11) in Verbindung mit (3,5) und (4,5) 
(4,12) w,= NvQ + sin 3 
wobei Q durch (3,1) gegeben ist. 
An die Stelle der nur für hohe Temperaturen gültigen Gleichung 


(2,9) tritt nun wegen (4,10) die allgemein gültige Beziehung 


(4,13) $5) = [ud Qin f (lL — f’) + (m+ YS 


welche im wesentlichen mit der Blochschen Integralgleichung über- 
einstimmt, die hier aber im Rahmen einer erweiterten Houstonschen 
Theorie mit Berücksichtigung der Energieübertragung bei den Streu- 
prozessen abgeleitet wurde. In dieser neuen Behandlung verschwinden 
natürlich die am Schluß des dritten Abschnittes erwähnten Schwierig- 
keiten der elementaren Houstonschen Theorie. Für die dort auf- 
getretene Zusatzstreuung infolge der Nullpunktschwingung des Kristall- 
gitters ist dies unmittelbar einleuchtend. Denn für T= 0 gibt es 
nach (4,8) keine absorbierbaren Schallquanten, so daß die beiden 
den Absorptionsprozessen entsprechenden Glieder in (4,13) fortfallen. 
Das gleiche gilt für die erzwungenen Emissionsprozesse, die aber 
außerdem ebenso wie die spontanen Emissionsprozesse keinen Beitrag 
liefern können, da wegen des Rechteckcharakters von f am absoluten 
Nullpunkt der Elektronenzustand nach der Streuung sicher vollbesetzt 
ist und daher der zugehörige Faktor 1 — f verschwindet. Folglich 
gibt es am absoluten Nullpunkt überhaupt keine Elektronenstreuung 
und damit auch keinen von der Wärmebewegung herrührenden 
elektrischen Widerstand. 

Im Fall endlicher, aber tiefer Temperaturen können nur solche 
Prozesse mit merklicher Wahrscheinlichkeit stattfinden, bei denen 
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5. Auswertung der Integralgleichpng (4,13) 
-$ Zi Lösung der Gl. (4,13) und damit zur Bestimmung des 


‘so erhalten wir die Integralgleichung 
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Schallquanten mit Aw<kT eine Rolle spielen. Denn einerseits 
sind nach (4,8) nur Quanten mit solchen Energien in merklicher 
Anzahl vorhanden. Andererseits können größere Quanten praktisch 
nicht emittiert werden, da sich dann die Elektronenenergie um 
mehr als kT ändern müßte, während doch die Breite des Abfall- 
gebietes der Fermifunktion von der Größenordnung k T ist. Nach (4,5) 
treten dann auch nur relativ kleine Streuwinkel auf, und zwar muß 


HT < en sein, Setzt man hier Zahlenwerte ein, so erhält 


man #<10T Bogerménuten. Bei tiefen Temperaturen kommt es 
also im wesentlichen nur zu einer Vorwärtsstreuung um sehr kleine 
Winkel, so daß hier schon allein aus diesem Grund der Widerstand 
viel kleiner sein muß als bei hohen Temperaturen. 


Widerstandes im ganzen Temperaturbereich versuchen wir wie im 
2. Abschnitt den Näherungsansatz !) 


61) 


Führen wir dann in (4,13) die gleiche Mittelung aus wie beim Bu: 

gang von (2,12) nach (2,13) und berücksichtigen die beiden aus (2,2) 

und (4,8) folgenden Beziehungen (Gesamtzahl der Absorptions- 

prozesse = Gesamtzahl der Emissionsprozesse!) 

+ 1yf, (1 -f); 
(na + 1) fy (1 — fo’) (1 


Cry 


(5,2) 


(5,8) —f,) = = fw, dQ in, f,(1 — — cos 
+ If, (1 — — cos 


aus der r als Funktion der Elektronenenergie zu bestimmen is. 
Der im 2. Abschnitt gefundene Wert + = const ist nur in Grenz- 

fällen auch eine Lösung von (5,3), nämlich erstens in dem bereits 

dort behandelten Fall hoher Temperaturen, für den f, ~ f, = rg 


gesetzt werden kann, und zweitens im Fall großer bzw. kleiner 
E-B 


Elektronenenergien; für E— E> k T ist nämlich ze *F <I, 


1) Daß auch bei tiefen Temperaturen für f ein Potenzreihenansatz nach 
der Feldstärke sinnvoll ist, ergibt sich aus der gefundenen Gültigkeit des 
Ohmschen Gesetzes, also der Proportionalität von Strom und Feldstärke herunter = 
bis zum absoluten Nullpunkt bzw. bis zum Einsatz der Supraleitung. BT ee! 
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so daß f,, f,, und f,” neben 1 vernachlässigt werden können, und somit 
die stark von der Elektronenenergie abhängigen Verteilungsfunktionen 
aus (5,3) herausfallen. Ähnliches gilt auch für E,— E>kT. In allen 


‚diesen Fällen erhält man als Lösung 


(5,4) fm d2(1 — cos #)(2n, + 1), 
was für hohe saligieii wegen (4, 11) mit (2,13) übereinstimmt. 

Bei tiefen Temperaturen ist r im Gebiet der Abfallstelle, das 
allein für die Leitfähigkeit nach (2,15) und (2,16) interessiert, sicher 
nicht konstant, eher schon ähnlich schnell veränderlich wie f,(1 — f,)- 
Wenn trotzdem Bloch auch im Grenzfall sehr tiefer Temperaturen 
als erste Näherung zu einem konstanten r gelangt, so ist dieses 
Resultat wohl auf ein unzulässiges Näherungsverfahren zurückzuführen, 
von dessen Konvergenz sich Bloch nicht überzeugt'). 


1) Das Blochsche Verfahren beruht auf der Tatsache, daß bei tiefen Tem- 
peraturen nur kleine Streuwirikel auftreten. Schreibt man (5,3) in der Form 


fol — fe) = [warn 


(5,5 a) 


2 
so ist wegen des Faktors 1 — cos ¢ = ae das zweite Integral sicher klein 


gegen das erste. Daher wird das erste als Hauptglied, das zweite zusammen 
mit dem Glied f,(1 — f,) der linken Seite als Störglied angesehen und der. 
Näherungsansatz 1, +7,+ eingeführt. z, soll also das Hauptglied 
von (5,5a) zum Verschwinden bringen, was offenbar durch konstantes z, erreicht 
werden kann. Dann gilt in nächster Näherung 


(5,5 b) 

Aus dieser Gleichung fällt nun, und das ist der Kunstgriff beim Blochschen 
Verfahren, das rt, heraus, wenn man die ganze Gleichung über alle Elektronen- 
energien integriert. Dann verschwindet nämlich das dem Hauptglied ent- 
sprechende Glied streng, und man erhält 


- cos 9 f dE inf -M+m+DLA- 


’ 


[aeru-n 
oder nach Ausführung der elementaren E- m. (von — © bis +) 
(5,6) = fw. AS(1 — cos 9) n(n, + 1). 
v 


Daß der so gewonnene z,- Wert ER ist als der oberhalb und unterhalb 
der Abfallstelle sicher gültige Wert (5,4), erkennt man durch Vergleich der 


2 
rh 
B 
2: 
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nicht den genauen Verlauf von z zu kennen, sondern nach (2, E: 
nur den Mittelwert!) 


+0 
[hl 


- co 


als z selber. 

noch im -Glied mit 7’ die Integrationsreränderliche E durch E — nicht 

und im Glied mit 7” durch E+ Ao, ersetzen und entsprechend uch CF 
die Argumente der f-Funktionen ändern, unter Verwendung von (5, ag 
die Gleichung 


1 = Q(t — fo) + (te + 


Wir schreiben sie in der fiir das folgende geeigneteren Form an 


Ware hier der Ausdruck in der eckigen Klammer unabhängig i 
von E, so wäre durch (5,7) unmittelbar t gegeben. Doch können 
wir aus dieser Gleichung wenigstens streng gültige Schranken für IE 

wee 
gewinnen, wenn wir für die eckige Klammer ihre Extremwerte ee 
fir E=E, und Maximum für E-> +00) einsetzen. 


beiden Integranden. Denn in (5,6) gibt wegen des Faktors n, (n, +1) nur in a 
Gebiet Aa SkT,d.h.9< = einen merklichen Beitrag .zum Integral, 


während der Faktor 2m, +1 in (5,4) im ganzen Integrationsbereich größer 
als 1 ist. Eine Abschätzung der beiden Integrale für sehr tiefe Temperaturen 
zeigt, daß die beiden r-Werte sich um'einen Faktor (6/T)°/249 unterscheiden. 

Nach (5,3) ist z eine gerade Funktion von E — E, und besitzt daher an der 
Stelle E = E, einen Extremwert. Da der von Bloch bestimmte z-Wert groBer 
ist als der Grenzwert von r nach (5,4), erscheint die Annahme berechtigt, daB a 
dieser Extremwert von t bei E=E, ein Maximum ist. Ein strenger Te pee 
hierfiir steht allerdings noch aus. Skat 


1) Wegen E,>KT ist es hier sicher erlaubt, , die Integration statt vo 


Null von —© bis +o zu erstrecken. 


3 
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erhalten wir also für = die beiden Schranken 


4 
(5,8) -cos == = [wanı — c089)(2n,+ 1). 


Die obere Schranke ist identisch mit dem in (5,4) gefundenen 
1/r-Wert für hohe Temperaturen bzw. für die hinreichend weit von 
der Abfallstelle liegenden Energiebereiche. Die untere Schranke 


fällt für hohe Temperaturen wegen mes? > 1 mit der oberen 


Schranke zusammen, während sie für abnehmende Temperaturen 
immer kleiner, die Spanne zwischen den beiden Schranken immer 
größer wird. Für sehr tiefe Temperaturen gewinntgman daher aus (5,8) 
nur mehr einen recht ungenauen Anhaltspunkt für?. Immerhin liefert 
(5,8) in dem bisher noch nicht befriedigend behandelten Zwischengebiet 
mittlerer Temperaturen noch einigermaßen brauchbare Grenzen '). 
Da es in (5,7) wegen des Zackencharakters von zf,(1 — f,) in 
erster Linie auf die Werte der eckigen Klammer in der unmittelbaren 
Umgebung von E=E, ankommt, liegt der wahre Wert von 1/7 
sicherlich wesentlich näher an der unteren Schranke von (5,8) als 
an der oberen, da ja erstere gerade mit dem Wert der Klammer 
an dieser Stelle gewonnen wurde. Man wird eine noch bessere 
Annäherung an den wahren Wert erhalten, wenn man statt des 
Minimums einen Mittelwert der eckigen Klammer einsetzt, gebildet 
mit einer Gewichtsfunktion, die vor allem die Werte in der unmittel- 
baren Umgebung von E = E, hervortreten läßt. 


Die richtige Gewichtsfunktion ist nach (5,7) natürlich — 7; 


Da man aber r/? vorerst nicht kennt, ist es naheliegend, diesen 
Faktor in der richtigen Gewichtsfunktion wegzulassen und die eckige 


Klammer mit der Funktion Ar allein zu mitteln. Da die An- 


nahme berechtigt erscheint, daß r bei E=E, ein Maximum besitzt 
(vgl. Anm. 1 auf S. 134), ist in diesem Fall "diese neue Gewichts- 
funktion flacher als die richtige, also der mit ihr gebildete Mittelwert 
der eckigen Klammer größer als der in (5,7) benötigte, so daß man 


1) Es ist naheliegend genauere Schranken für r dadurch zu suchen, daß 
man (5,3) vor der Integration über E mit einer geeignet gewählten Funktion ®(E) 
multipliziert und dann in gleicher Weise wie oben die Extremwerte des 
Faktors von ıf,(1 — fd im E-Integral bestimmt. Es besteht so prinzipiell 
die Möglichkeit, den Spielraum für = noch weiter einzuschränken. Doch ist 
es mir bisher nicht gelungen, eine brauchbarere Funktion ®(E) zu finden als 
die oben verwendete und zu 
Funktion ® = konst. x 


% 


fr 
< 
= 
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@= 
=- gegeben. 


mit dieser Methode einen zu großen Wert für 1/7 erhält. Wir ul 
gewinnen so eine neue obere Schranke : 


= — cos 9) 1), 
die tiefer liegt als die obere Schranke in (5,8). Sie stimmt mit der ey 2 
Blochschen Lösung (5,6) überein, welche somit im allgemeinen einen __ 
zu hohen Wert liefert. z 

Gehen wir nun mit der unteren Schranke für 1/7 aus (5,8) 
und der oberen aus (5,9) in die Formel (2,16) für den spezifischen 
Widerstand ein, so erhalten wir unter Verwendung des Aus- A 


2 
führung der neuen Veränderlichen £ = = sin — die ER : 
Schranken 

und Ha 


Dabei ist der Wirkungsquerschnitt Q nach (3,1) durch a 


Für hohe Temperaturen TSO fallen 
Schranken (5,10) zusammen: 


(are) En 


Von dem nach der elementaren. Houstonschen Theorie abgeleiteten : 
Widerstandswert (3,6) unterscheidet sich (5,12) dadurch, daß die dort — 


. 
e 
n 
n 
r 
) 
t 
t 
e 
t 
B 
(5,12) o= 
1 
t 
8 
ts 


als konstant angesehene und daher vor das Integral gezogene 
Schwingungsfrequenz & der einzelnen Gitterionen hier durch die 
Frequenz einer Schallwelle ersetzt ist, welche gerade zur Streuung 
um den Winkel 9 führt; hier ist also & im Integranten zu belassen 
2uve sin (+) 
und nach (4,5) gleich ä 

hier nicht mehr über den Streuwinkel von 0 bis 2, sondern 
nur bis 9, = 2arcsin (4) integriert werden, d. h. über die 
neue Veränderliche £ von bis £,. &-Integral in (5,12) 
ergibt [in (1 =) - i mit ¢ = also bei starker Ab- 


schirmung («> 1) in erster Näherung 1/4«*, während es für kleine 
Abschirmung (« < 1) nicht, wie in (3,6), zu einem von « unabhängigen 


Grenzwert führt, sondern letzten Endes wie log — ansteigt. 


Bei sehr tiefen Temperaturen erhält man in dem in der Bloch- 
schen Theorie ausschlieBlich behandelten Fall eines konstanten 
Wirkungsquerschnittes Q, d. h. also nach (5,11) für kleinen Ab- 
schirmungsradius a, bzw. große Abschirmungskonstante a offenbar 
für beide o-Schranken ein T5-Gesetz, da man dann in den Inte- 
gralen (5,10) die obere Grenze @/T angenähert durch oo ersetzen 
kann, so daß die Integrale temperaturunabhängig werden. Dann 
wird aber auch der zwischen diesen Schranken eingeschlossene 
Widerstand o wie T® anwachsen. Die Größe der Spanne zwischen 
den beiden Schranken ergibt sich aus den Zahlenwerten der beiden 


Integrale 
f 


é 


Wenn somit auch diese Spanne relativ groß ist, so muß doch berück- 
sichtigt werden, daß das wesentliche Ergebnis der vorstehenden Be- 
trachtungen nicht der ohnehin nur ungenau bestimmbare Absolutwert 
des Widerstandes, sondern nur seine Temperaturabhingigkeit ist. 
Und diese wird durch die beiden Schranken weitgehend festgelegt. 

Im Fall kleiner Abschirmung («<1), bei dem Q wesentlich 
winkelabhängig wird, lassen sich die Verhältnisse nicht so leicht 


zu setzen. Und zweitens darf 
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übersehen‘), ‘Doch kann man auch hier zeigen, daß » für extrem 
tiefe Temperaturen schließlich doch wieder wie T’® läuft. Allerdings 


tritt die Annäherung an dieses asymptotische Gesetz erst bei 


wesentlich tieferen Temperaturen ein (7 m a fir «= + 
Stelle von T ~ 5 bei großer Abschirmung) ‚so daß man in diesem 


an 


“JF 
----a=4 
Grenzkurven für den Widerstand g in Abhängigkeit von T bei großer _ 


bzw. kleiner Abschirmungskonstante «. Die en stellen die Asymptoten 
für sehr hohe und für extrem tiefe Temperaturen dar 


Fall bei den technisch erreichbaren tiefen Temperaturen bei einem 
gesuchten Widerstandsgesetz der Form o = 9, T? für den Exponenten 
Werte zwischen 3 und 4 finden würde. 

Zum besseren Verständnis sind in der obenstehenden Abbildung 
die Grenzen für o in ihrer Abhängigkeit von der Temperatur nach (5,10) 
eingezeichnet ?2)und zwar ausgezogen für den Fall großer Abschirmung — 
die obere der beiden Kurven entspricht dem Blochschen o-Wert — 


1) Im Fall« = 0 kann man zwar die Integrale (5,10) geschlossen aus- 
führen, sie divergieren jedoch an der unteren u eg ge Bei kleinen 
Streuwinkeln muß man daher die Abschirmung auf jeden berücksichtigen. 

2) Für die Berechnung dieser Kurven möchte ich Frl. Dr. U. Firgau 
auch an dieser Stelle bestens danken. 
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und gestrichelt für: schwache Abschirmung (im speziellen a = <0)" 


Die Kurven für mittlere Abschirmung (« = 1)') unterscheiden sick 
nur wenig von der für «> 1. Außerdem sind die Asymptoten ein- 
gezeichnet, entsprechend der T-Proportionalität bei hohen und dem 
T*-Gesetz bei tiefen Temperaturen. Dabei wurden die o-Kurven 


für a>1 und «= so verschoben, daß sie sich für hohe 


Temperaturen decken. 


Zusammenfassung 


1. Gegen die Blochsche Theorie der elektrischen Leitung be- 
stehen vor allem zwei Bedenken: Erstens die Verwendung von Eigen- 
funktionen, die nur für einen völlig idealen Kristall, nicht aber für 
einen Realkristall, ein kristallines Gefüge oder eine metallische 
Flüssigkeit gültig sind, und zweitens die Art des Näherungsverfahrens 
bei einer so starken Wechselwirkung zwischen den Elektronen und 
den Gitterschwingungen, daß nicht mehr von einer scharfen Energie- 
übertragung zwischen ihnen gesprochen werden kann. Das erste 
Bedenken läßt sich durch die Verwendung von ebenen Elektronen- 
wellen als Ausgangsfunktionen des Näherungsverfahrens beseitigen, 
wodurch übrigens die ganze Leitfähigkeitstheorie wesentlich an 
Klarheit und mathematischer Einfachheit gewinnt. Das zweite, 
bereits vor einiger Zeit von E. Kretschmann geäußerte Bedenken 
läßt sich allerdings auf diese Weise nicht beseitigen. Immerhin 
würde es um so weniger bestehen, je kleiner die Wechselwirkung 
zwischen den Elektronen und dem Gitter ist. Dann wird aber auch 

‘das Rechnen mit freien Elektronen gegenüber dem. Blochschen 
Verfahren immer mehr angezeigt; oder anders ausgedrückt, ist das 

' Blochsche Verfahren nur bei so guten Leitern gerechtfertigt, bei denen 
man auch in erster Näherung mit freien Elektronen rechnen kann. — 
| 2. Bei der Berechnung der Gleichgewichtsverteilung für die 
Elektronen in einem äußeren elektrischen Feld nach Lorentz und 
Sommerfeld besteht ein bisher noch nicht gelöstes Problem in der 
Angabe einer Bedingung für die Streuwahrscheinlichkeit der Elek- 
tronen am Gitter, deren Erfüllung für die Ausbildung eines Gleich- 
gewichtszustandes im elektrischen Feld notwendig ist. 


1) Dieser Wert dürfte wohl am ehesten den tatsächlichen Verhältnissen 
gerecht werden. Die Blochsche Kurve (obere Schranke) für «>1 liegt durchweg 
zwischen den beiden Grenzkurven für «= 1. Man kann dies vielleicht als 
Grund dafür ansehen, daß das nach Bloch berechnete Verhältnis der Wider- 
stände bei hohen und bei tiefen Temperaturen einigermaßen mit dem gemessenen 
Verhältnis übereinstimmt. 
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8. Rechnet man in erste: Näherung mit ebenen ee - 
wellen, so kann man die relativ umständlichen Betrachtungen i in der 17 


geben läßt. Man findet auf diese Weise leicht die Be: 
des Widerstandes bei hohen Temperaturen mit T, erkennt aber auch 3 
den Näherungscharakter dieses Gesetzes als erstes Glied einer Reihén- = 
entwicklung nach Potenzen von T. ox 

4. Beim Operieren mit ebenen Wellen kann man die Wechsel- 
wirkungsprozesse zwischen den Elektronen und den Gitterschwingungen _ 
leicht analysieren und ihre Wahrscheinlichkeit ähnlich wie in der. — 
Optik korrespondenzmäßig aus der Elektronenstreuung bei hohen ge 
Temperaturen ermitteln. Man kommt so im Rahmen einer erweiterten _ 
Houstonschen Theorie zu einer Stationaritätsgleichung, welche im Br 
wesentlichen mit der Blochschen Integralgleichung übereinstimmt. 


5. Wenn auch die exakte Lösung dieser Gleichung vorerst noch = 
unbekannt ist, so kann man sie doch im ganzen Temperaturbereich ae 


zwischen zwei streng gültige Schranken einschließen, die bei hohen 
Temperaturen zusammenfallen, bei abnehmenden Temperaturen ber 
immer weiter auseinander rücken. Eine stärkere Einschränkung für 3 = 
den Widerstand. erhält man, wenn man als obere Schranke die mes 
Bloch angegebene Lösung verwendet, die entsprechend einer be- as 
gründeten Annahme über den Verlauf von r in Abhängigkeit von EB 

in der Umgebung der Abfallstelle der Fermikurve einen zu großen es 
Widerstandswert ergibt. Beide Schranken hängen wesentlich von der 

Größe der Abschirmung der einzelnen Ionenfelder im Kristall durch FR 3 
die übrigen Leitungselektronen ab und führen in dem praktisch e- 
reichbaren Gebiet tiefer Temperaturen nur bei starker Abschirmung = 
zum T®.Gesetz, während sich der Widerstand bei schwacher Ab- __ 


schirmung mit einer kleineren Potenz von T ändern muß. 
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Die elektrischen und thermischen 
Metallen im Magnetfeld — 


Von Max Kohler 


(Mit 1 Abbildung) 


L "Ableitung der 
für die elektrische und thermische Stromdichte 


Eine frühere Arbeit!) behandelt denselben Gegenstand. Die 
vorliegende Untersuchung ist als Fortsetzung dieser früheren Arbeit 
anzusehen, die in Zukunft mit (I) bezeichnet werde. Als Grundlage 
der Untersuchung dient die Elektronentheorie der Metalle. Die 
Grundvoraussetzungen und auch die Bezeichnungen sind weitgehend 
dieselben wie in (I). Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die 
sogenannte statistische die in 
geschrieben werden kann: 


3 
Dabei ist f = f, —e ®, die gestörte Ver- 
t= 


teilungsfunktion. Der Vektor §* mit den Komponenten F,*, F,*, F,* 
ist gegeben durch: F* = F, — + - grad, ¢ (i = 1,2,3). Der Vektor § 


bedeutet die elektrische Feldstärke, e die Elementarladung. Der 
Integraloperator O, berücksichtigt die Streuung der Elektronen im 
Gitter. Er ist definiert durch: 


(le) - OR] 


mit: 
(1d) V (&, = (1 —f,). 


Darin ist W (&’,%) die Übergangswahrscheinlichkeit eines Elektrons 
durch Streuprozesse vom Zustand mit dem Wellenvektor & zu einem 


7 
4 
(La) 
E-t, (e=1,2,8) 
(1b) 1) k e kOE 
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solchen mit dem Wellenvektor &. Die GréBe V ist ihrem Wesen 
nach stets. positiv. Mit O, ist der vom Magnetfeld § abhängige 


Differentialoperator of gradg) bezeichnet. In (I) ist be- 


wiesen worden, daß für beliebige Funktionen ®, und ®, folgende | 
Beziehungen gelten: 


(2a) [90% ©, dra = 0,0, ©, dre. 


Integrale der Form [®,0,®,dg kürzen wir in Zukunft vielfach 


durch —(®, ®,) ab. Die GL (2a) lautet in dieser Schreibweise 
(®,, ®,) (®,, ,). 


S®, 0, ®, dtg = — (®,, ®,) | 
-- — dredres0. 


Die Größe (®,, ®,) kann bei von Null verschiedenen Übergangs- 
wahrscheinlichkeiten W (8, %’) nur verschwinden, wenn ®, = 0, daher 
kann in (2b) stets das <-Zeichen geschrieben werden. 


2) 9, dra = - [ 0,0, dre = [®,0,(- 9), dre. 


(2b) 


Die Gleichungen fir die Komponenten der elektrischen und ther- 
mischen Stromdichte eaten nun: 


i=1 


(Jy), 25, =2¢ [sar 


i=1 


-[®, (9% 0,) 


- [¥,0, +0,)®,d:,, 


-[®,0, + 0,) 


— ¥,0, +0,) ¥, 


Für manche Zwecke ist es günstiger, nicht die Ausdrücke (4a) bis 
(4d) zu verwenden, sondern ‘die folgenden, die auch in (I) vorkamen: 


2 
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Sf) = — [ OF (0, + 0,(— 9) dry, 
(0, + 0,(— §)) Of dry, 
= — [9 (0, +0,(- 9) ¥ dry, 
0, + 0,(- ©) dry. 
Darin ®,* und %,* die durch Feldumkehr aus “und 
entstehenden Funktionen. 


Diese Gleichungen lassen sid mit Hilfe der aus (1a) und (1b) 
folgenden Beziehungen: 


(e) =( 


(5f) (0, + 0, (— 9)) 
folgendermaBen umschreiben: 
(5a’) f (0, + 0,(— 9) dr,, 
(Ob) SiG) =— [OF (0, + 0,(-9) OF 
(5c) 0,+0,(-9) ©; (E - Odr,, 
(Gd) OF (0, + 0,(—H) — dry. 
Aus dieser Darstellung liest man sofort folgende Beziehungen ab: 

(9) = (- 9), (n = 1, 4) 

Sr ©) = 

6) = (— ©). 
Diese Gleichungen gehen über die entsprechenden Aussagen in (I) 
hinaus. Dort ist nicht bewiesen worden, daß sw und s® identisch 
sind. In (I) wurde gezeigt, daß die symmetrischen Anteile der 
Tensoren 2. Ranges S” und ‘S® gerade Funktionen des Magnetfeldes 
sind, währeud die antisymmetrischen Anteile dieser Tensoren un- 
gerade Funktionen der Komponenten des Magnetfeldes sind. Aus 
(6c) folgt dasselbe nun auch für den Tensor S®. Durch die Iden- 


tität von S® und S® wird die Zahl der freien Konstanten von 36 
allgemein auf 27 herabgemindert, 
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Fir nen Zwecke meist brauchbarer sind ( die : aus (Ba) 


(7a) 


(7b) 
mit: 


(Te) 


m=1 


(74) II, = 2? w 


m=1 


8 

(Te) TA,= — 2 S® |. 
m,n=1 

Darin sind w,, die Komponenten des zu 2e?S™ inversen Tensors. 
Der symmetrische Anteil dieses Tensors entspricht dem Tensor des 
elektrischen Widerstandes im Magnetfeld. Die Größen w,, seien 
die Komponenten des zu A inversen Tensors. Sein symmetrischer 
Anteil ist der Tensor des thermischen ugdnnise. Aus Gat bis 
‘(6c) ergeben sich folgende Beziehungen: 


= 1, (— 
6) j= AD, 


(7d) folgt noch (in Matrizenschreibweise): 


(9) Feten. 


Im Falle verschwindenden Magnetfeldes sind die Tensoren SW, 9 
und S® nach (6a) und (6c) symmetrisch. Weiter folgt aus (8d): 
T«,, = M,,. Setzt man dies in (9) ein, so ergibt sich: 


n=1 n=l 


42. 


: 
8 
aT 
4 ıese Deziehungen waren gegeben. Aus (7c) un 
[ 
2 


Das gewählte Koordinatensystem entspreche dem Hauptachsensystem 


des Tensors des elektrischen Widerstandes. Für i=k=1,2,3 
ergeben sich aus (10) Identitäten, für i+ k folgt dagegen: 


W; = Wee Ein + k= 1, 2, 3), 


oder umgeformt: 


Nun sind antisymmetrische Anteile von Tensoren 2. Ranges in den 
praktisch vorkommenden Metallkristallen schon aus Symmetrie- 
gründen verboten. Auf Grund der Gl.(11) ist man aber in der 
Lage, zu beurteilen, unter welchen Umständen der Leitungsmecha- 
nismus für den Tensor s einen antisymmetrischen Anteil zuläßt. 
Das Verschwinden des antisymmetrischen Bestandteils von e wird 
durch den Leitungsmechanismus erzwungen: 

a) Im Falle der Isotropie des elektrischen Widerstandes, also 
= Won 

b) allgemein, wenn der symmetrische Anteil von « gleichzeitig 
mit w auf Hauptachsen ist. 

In allen anderen Fällen verlangt der Leitungsmechanismus 
nach (11) einen von Null verschiedenen antisymmetrischen Bestand- 
teil. In den praktisch vorkommenden Metallkristallen ist es aber 
so, daß « und w schon aus Symmetriegründen gleichzeitig auf Haupt- 
achsen sind, und daß der Fall b) zutrifft. 

Nun zurück zum allgemeinen Fall nichtverschwindenden Magnet- 
feldes. Aus (7c) und (7d) folgt in Matrizenschreibweise: 


2e?S®%O) = = Tw. 


Bezeichnen wir die transponierten Matrizen durch ein Kreuz, so 
folgt aus S®(— 9) = S®*() unter Verwendung von (6a) schließlich: 


(12) e* (9) = (G) 

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (8d) sofort die Gl.(9). Die Gl. (9) 
ist somit in (12) und (8d) enthalten. Die Gl. (12) drückt die Tat- 
sache aus, daß S® ein Tensor 2. Ranges ist, dessen symmetrische 
_ Anteile gerade und dessen antisymmetrische Bestandteile ungerade 
Funktionen der Magnetfeldkomponenten sind. Der Tensor ¢ und 
analog auch der Tensor /7 hat diese Eigenschaft im allgemeinen 


f 4 nicht, da e*(— H)=s($) nur dann gilt, wenn « und w miteinander 
_-yertauschbar sind. Die Gl. (8d) entspricht den sogenannten 


2. Thomsonschen Relationen im ee Thre . Diskussion 
ist schon in (I) gegeben worden. 
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Teil II. Allgemeine Aussagen über die Tensoren 
auf Grund der Ungleichung (2b) 
Aus dem Bestehen der Ungleichung (2b) erkennt man sofort 3 
den positiv definitiven Charakter der Tensoren S” und S®. Denn en ® 
der symmetrische Anteil des Tensors S‘ z.B. ist gegeben durch: 


Sf) (symmetrisch) = — f 0,0, D,dt,. 


Dieser Zusammenhang zwischen S\? und den Vektorkomponenten ®, 
und ®, besteht in jedem rechtwinkligen Koordinatensystem, also 3 
auch z. B. im Hauptachsensystem von SV (symmetrisch). In diesem X 
sind aber nach (2b) die Größen s® (¢ = 1, 2, 3) positiv. In der- — 
selben Weise folgt auch, daß dee Tensor S positiv definit - 
Für den Tensor S® gilt ein analoger Satz nicht, da der Faktor 
(E — £) unter dem Integral bei der Integration über die Energie E ‘ 
sowohl positive wie negative Werte annimmt. Aus dem positiv 2 ; 4 
definiten Charakter des Tensors S folgt das positive Vorzeichen = 
der Jouleschen Wärme bei beliebiger kristallographischer Orien- - 
tierung des elektrischen Stromes und des Magnetfeldes. Daraus, sat re rae 
daß der Tensor S® positiv definit ist, folgt nicht ohne weiteres” oe ae 
dasselbe für die thermische Leitfähigkeit, da im Ausdruck für 4 
in (Te) auch der Tensor S® enthalten ist. Um nun den u: ce 
definiten Charakter der thermischen Leitfähigkeit nachzuweisen, = ak 
schreiben wir die pro Zeiteinheit und Volumeinheit entwickelte a 4% 
Entropiemenge an [vgl. Gl. (18a)): 
oT oT oT 


Nun bilden wir denselben Ausdruck, an Stelle der Komponenten er ie 


der elektrischen Stromdichte aber die Komponenten F, des elek- — Se 
trischen Feldes — Es ergibt sich: FE 


k=1 
Hierin ist U pro Sekunde und pro Volumeinheit entwickelte fe 


2 

Wärmemenge (J, F,- und s, sind die Komponenten der 
k=l 

Entropiestromdichte, die durch (13) in (I) gegeben sind. ee 

folgt an Stelle von (13): 


asa) + [sor + 1 OT OT 1 1 (s@ + S®)F' ez]. 


kt @x, Ox 


= 
| 
; 
| 
& 
4 
3 
10 


Die Ausdrücke (13) und (13a) sind äquivalent. Es werde nun der 
Nachweis erbracht, daß die quadratische Form (13a) positiv definit 


ist. Die Zahl der Variablen dieser Form ist 6.- Wir betrachten 


nun die Komponenten F, und — 7 3 (I = 1,2,3) als Komponenten 


eines Vektors g in einem sechsdimensionalen Hilfsraum, bezogen auf 
ein kartesisches Koordinatensystem, & («= 1,2...6). Die ersten 


3 Indizes sollen der Reihe nach den F, zugeordnet werden, und die 
Indizes 4, 5, 6 der Reihe nach den — > 3 l=1,2,3),. In ent- 
sprechender Weise sprechen wir von einem sechsdimensionalen Strom- 
vektor j, dessen erste 3 Komponenten gleich der elektrischen Strom- 
dichte, und dessen letzte 3 Komponenten gleich (J,), — fy, (t= 1, 2, 3) 
sind. Dann läßt sich der Zusammenhang (3a) und (3b) in folgender 
Weise ausdrücken: 


6 
(14) i= (8 = 1,2... 8). 


Die 6reihige Matrix a. : hat folgendes Aussehen: 
Str Siz Sts Su St 
Sa Sa Im Soe 
Str Sia Se Su Sis 
SP sO s? sO 


Die Aussagen (1a) und (1b) der statistischen Fundamentalgleichung 
lassen sich auch sechsdimensional formulieren. Zu diesem Zweck 
fassen wir die 6 Größen ®, und %, (i= 1,2,3) als die 6 Kompo- 


nenten eines Vektors q, und die 6 Größen », er und = : 55 


(# = 1, 2, 3) als Komponenten eines Vektors b auf. Dann lauten die 
Gl. (la) und (1b): 

(15) (0,+0,)¢,=8, (e@=1,2...6). 

Die Komponenten des Ausbreitungsvektors 8 spielen in unserem 
sechsdimensionalen Hilfsraum die Rolle von Parametern. Die ge- 
stérte Verteilungsfunktion der Elektronen wird in sechsdimensionaler 
Schreibweise: 


6 


a=1 
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Hierin ist die runde Klammer eine Abkürzung für das skalare 
Produkt der beiden Vektoren im 6-dimensionalen Hilfsraum. Der 
Stromvektor j läßt sich nun folgendermaßen ausdrücken: 


2e {( gg)b, dre. 


Ersetzen wir hierin b, durch aus (15) folgenden Ausdruck, so erhält = = 
man die Gl. (14), worin die p,, folgende Werte haben: eg 


(16) 2. 4, (0, + 0,)q, dtp. 
Die (18) lautet nun in dimensionaler 


orthogonale Transformation im Hilfsraum auf Hauptachsen, was be- 
kanntlich immer möglich ist. Der Zusammenhang (16), zwischen 
den Komponenten von p und den Vektorkomponenten q wird dadurch 
nicht zerstört, da es sich um einen tensoriellen Zusammenhang handelt. 
Kennzeichnen wir die Komponenten im Hauptachsensystem es pi = 
einen Strich, so gilt an Stelle von (16): 


2e (9, + 0,) 


Der Operator O, liefert in diesem Ausdruck nach (2c) keinen Bei- __ 
trag, und kann daher weggelassen werden. Die rechts stehenden TER 
Größen können aber nach (2b) nie negativ werden, womit bewiesen 
ist, daß die Form (17) positiv definit ist, denn der positiv definite Ope 
Charakter einer Form ist eine vom Koordinatensystem unabhängige 
Eigenschaft. Physikalisch heißt dies, daß die Entropie bei einem Pe 
beliebigen thermisch-elektrischen Vorgang in einem Metall nie ae 
abnehmen kann. Im Fall verschwindenden elektrischen Stromes 
folgt aus (13) für die Enutropieänderung: — 

Da diese Größe nach dem soeben gewonnenen Ergebnis auch nie — 
negativ sein kann, folgt also der positiv definite Charakter der E 
thermischen Leitfähigkeit. 


Teil III. Aussagen über die Abhängigkeit der Tensoren 
von der Größe des Magnetfeldes 


Wir zeigen zunächst, daß die Tensorkomponenten S{) und ar 
s® (= 1, 2, 3) bei steigendem Magnetfeld monoton kleiner werden. ER 


Lö 
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4 
4 
4 Von dieser quadratischen Form kann nun deicht gezeigt werden, = 
. one . . . . 
4 daß sie positiv definit ist. Wir bringen diese Form durch eine 
2 


Es wird bewinen, daß Integrale der Form: 


im Magnetfeld bei festgehaltener Magnetfeldrichtung nur. monoton 
abnehmen können. Hierin ist p(E) eine beliebige, aber für sämt- 
liche E-Werte positive Funktion des Argumentes E. Bei ver- 
schwindendem Magnetfeld seien o (k = 1,2,3) die amen = 
Dann besteht die Identität: ee, re 
Durch Differentiation nach dem Absolutwert H des Magnetfeldes, 
die wir durch einen Punkt andeuten, folgt cae Rn iy 
der Tatsache, daß O, von H unabhängig ist: . RE  ae 
Nun ist der Operator O, eine homogene lineare Funktion der Gr 
des Magnetfeldes H, es ist daher Ö, = +0: "Somit folgt: 


a ex (0, +0,)O,4+ ®, = 0. 


Nun bilden wir die Ableitung von S,, nach H. Unter Berück- 
sichtigung von (2a) folgt zunächst: 


8,,=—2 6,0, 
Ersetzen wir hierin nun O, @, durch den aus (19) folgenden Ausdruck, 
so ergibt sich: 
2 

8,,= 2 0,0, + 9,0, Dan, 
oder mit Hilfe von (2c): : sig 

2 0,0, ddra=— 2 G,0, O,dıe., 
Nun ersetzen wir 0, ®, durch den aus (19) folgenden Ausdruck. 
Es folgt: 
(20) $,=2H p(B) 6,0, 
Da die rechte Seite nach Formel (2b) negativ ist, folgt also, das S,, 
eine monoton abnehmende Funktion der Stärke H des Magnet- 
feldes ist. Für H =O wird 3,=0. Um nachzusehen, was in diesem 
Fall los ist, bilden wir auch noch die 2. Ableitung von S,; nach 

dem Magnetfeld. Es wird: 


‘ 


| 
= 
4; 
[22 
2. 
nee 
Al 


M. Kohler. Die elekirischen und thermischen Eigenschaften usw. 151 
Ebenso differenzieren wir die Gl. a9): 
(19a) (0, + 0,) 6, + 2-0, =0. 


Das 2. Integral im N für 8, laßt sich ad durch 
zweimalige Anwendung der Formel (19a) umformen in: 


Somit: 
(21) 6,0, — H? { ,0, 6,49). 

Fir H=O wird S,, auch negativ. Die beiden Glieder in der 
Klammer stehen aber fir endliches H gegeneinander, und es ist 
möglich, daß S,, auch Nullstellen besitzt, und sein Vorzeichen 
wechselt. Das würde geometrisch heißen, daß die Kurve, die S,, in 
Abhängigkeit von H angibt Wendepunkte aufweisen kann. Dieses 
Ergebnis läßt sich anwenden auf S( und S®, die von der Form (18) 


sind. Die Tensorkomponenten S( und S nehmen also im Magnet- 
feld monoton ab bei steigendem Magnetfeld. Physikalisch bedeutet 
dies, daß die elektrische Leitfähigkeit bei festgehaltener Richtung 
des elektrischen Feldes im zunehmenden Magnetfeld monoton ab- 
nimmt. Die Größen S“ haben keine einfache physikalische Bedeutung. 
Bei den üblichen Widerstandsmessungen an Einkristallen im Magnet- 
feld wird aber im allgemeinen nicht die Richtung des elektrischen 
Feldes, sondern die Richtung des elektrischen Stromes bei einer 
Änderung der Größe des Magnetfeldes festgehalten. Entsprechend 
wird bei den Messungen der thermischen Leitfähigkeit unter adia- 
batischen Bedingungen (Vermeidung seitlicher Wärmeableitung) nicht 
die Richtung des Temperaturgradienten vorgegeben, sondern die des 
Wärmestromes. Letzterer hat stets die Richtung der Stabachse. Um 
nun auch Aussagen über die Änderung des elektrischen und thermischen 
Widerstandes mit dem Magnetfeld zu bekommen, differenzieren wir 
den Ausdruck (17) für die Entropieänderung nach H. Es folgt 
dann, wenn wir den Ausdruck (17) mit A abkürzen: 


6 
D> + Cap + 
Außerdem. differenzieren wir die Gl. (14) bei konstant ‚gehaltenem 
Stromvektor j: | 


A 
% 
- 
‘ 
od 
13 
n 
j = 
. 


| 


=... 
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Damit wird: 


6 6 
; 1 I 
a, a,ß=1 
In dem Spezialfall, wo die 2. Summe auf der rechten Seite dieser 
Gleichung verschwindet, läßt sich leicht zeigen, daß A nur positiv 
sein kann. Da im Hauptachsensystem des Tensors p die Größen p,, 
sämtlich negativ sind, folgt sofort der positiv definite Charakter der 
6 


quadratischen Form — > Du69a9g- Die 2. Summe auf der rechten 

a,ß=1 ‘ 
Seite von (22) verschwindet nun in dem Falle, wo p,,= p,,, 4.h. 
wo die vorkommenden Tensoren symmetrisch sind. Dies ist aber 
im Magnetfeld im allgemeinen gerade nicht der Fall. In den 
Spezialfällen aber, wo der elektrische oder der thermische Strom 
parallel einer mehrzähligen Achse fließt und das Magnetfeld die- 
selbe Richtung hat, liefert die 2. Summe in (22) keinen Beitrag. 
Dies sieht man am besten ein, wenn man die Stromrichtung mit 
der Richtung einer Koordinatenachse, etwa mit der z,-Achse 
zusammenfallen läßt. Handelt es sich um den Fall eines fließenden 
elektrischen Stromes, dann ist (weil die z,-Achse eine mehrzählige 
Symmetrieachse ist): g, = 9, = d, = g, = 0. Außerdem bei isothermer 
Führung des Leitungsvorganges , = 9, = 9, = §, = = 9, = 0. Für 
die Komponenten des Tensors p folgt: p,,— ps, = Pog — Pa = 0: 
Man sieht: dann sofort, daß die 2. Summe in (22) keinen Beitrag 
liefert. Diese Aussage ist in einem Koordinatensystem bewiesen, 
und gilt daher für jedes andere orthogonale Koordinatensystem, 
da die 2. Summe in (22) eine Inyariante gegenüber Koordinaten- 
transformationen ist. Nun zum Fall eines fließenden thermischen 
Stromes. Es ist: 9 =9,=9,=9,=9,=9,=9,=9,=0, außer- 
dem 7,3 — Ps; = Pas — Psa = Pas — Pos = Poe — Pos = 0. Da definitions- 
gemäß p,, = p,, = Ss” ist, ergibt sich, daß die 2. Summe in (22) 
auch in diesem Fall keinen Beitrag liefert. Damit wird a) im Fall 
des parallel zum Magnetfeld fließenden elektrischen Stromes: 


; 1 4 
(23a) A=— Ps 9s = 


b) im Fall des parallel zum Magnetfeld fließenden elektrischen 
Stromes: 


3 
4 
5 
7 
4 
1 
3 
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Es bezeichnen w, ,(a, 8 = 1, 2,...6) die Komponenten des zu p inversen 
Tensors, dessen w, ,(«, 8 = 1,2,3) den elektrischen Widerstandstensor, 
und dessen Komponenten w „@ß= 4,5,6) im Ausgangskoordinaten- 
system den thermischen Widerstandstensor angegeben. Dann folgt 
sofort aus (23a): 


(24 a) A = Fr > 0, oder &,,>0. 


Der elektrische Widerstand ist in dem hier betrachteten Fall eines 
longitudinalen Magnetfeldes parallel zu einer mehrzähligen kristallo- 
graphischen Achse eine monoton wachsende Funktion der Stärke 
des Magnetfeldes. Dies folgt übrigens auch sofort aus (20) 
Aus (23b) folgt: 

ig = — + Peg Ie + 9595) - 
Die rechte Seite ist nun, wie oben schon gezeigt, stets positiv 
Daher folgt 
(24b) te, > 0. 
D.h. auch der thermische Widerstand ist in dem Fall eines longitu- 
dinalen Magnetfeldes parallel einer mehrzähligen Symmetrieachse 
eine monoton wachsende Funktion der Stärke des Magnetfeldes. 


= - Teil IV. Ableitungen weiterer Ungleichungen 
ER Wir beweisen zunächst folgende Ungleichung: 
(25) (®,, 0,°<(,, ®,) (®,, ®,). 
Diese Beziehung erscheint äußerlich der sogenannten Schwarzschen 


Ungleichung identisch. Zum Beweis gehen wir aus von folgender 
evidenter Ungleichung: 


(®,— 9) 
V 8, V 8 ” 

Durch Ausrechnen der Determinante int sich sofort die Richtigkeit 


drgdrydtgdr c= 0. 


der Form schreiben: 

| ®) 

| (®,, D,)(®,, ®,) 
In dieser Form läßt sich ein analoger Satz für n beliebige Funktionen : 
®,,®,... ®, aussprechen. Er lautet: 
(®,, D,)(M,, D,)(M,, . (M,, ®,) 


>0. 


0, 0,10, 0) ®,) 


4 
x 
x 
| 
a 
| 
wi 
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Die links stehende Determinante ist analog der sogenannten 
Gramschen Determinante für die n-Funktionen ®,,... ®, gebildet. 
Wie im Falle der Gramschen Determinante, so gilt auch hier das 
Gleichheitszeichen in (26) nur, wenn zwischen den n-Funktionen 
eine lineare Abhängigkeit besteht. Im allgemeinen wird in (26) 
daher das >-Zeichen stehen. 

Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir die n-Funktionen 
®,(« = 1,2...n) als Komponenten eines Vektors in einem karthesi- 
schen Koordinatensystem des n-dimensionalen Raumes. Dann bilden 
die Integrale der Form (®,, ®,) die Komponenten eines symmetrischen 
Tensors 2. Ranges in diesem Raum. Die Determinante aus den 
Komponenten eines Tensors 2. Ranges ist bekanntlich eine Invariante 
gegenüber Drehungen des Koordinatensystems. Wenn wir (26) im 
Hauptachsensystem dieses Tensors bewiesen haben, so gilt sie auch 
für die ursprünglichen Funktionen ®,...®,. Im Hauptachsensystem 
sieht man die Richtigkeit von (26) aber sofort ein. Denn der Wert = 
Determinante ist in diesem Fall: (@,’, ©,)-(®,', ®,)...(®,,®,), 
wo @,',...@,' die auf die Hauptachsen transformierten Vektor- 
komponenten sind. Nach (2b) folgt die Richtigkeit von (26). 


Teil V. Physikalische Folgerungen aus den Ungleichungen (25) und (26) 

Zunächst kann bewiesen werden, daß der elektrische und 
thermische Widerstand im schwachen Magnetfeld größer ist, als ohne 
Magnetfeld, bei beliebiger kristallographischer Orientierung von Strom 
und Magnetfeld. Zu diesem Zweck verwenden wir das Hauptachsen- 
system des symmetrischen Anteils des Tensors p,,(a,8 = 1,2,...6). 
Wir kennzeichnen die Komponenten im Hauptachesunyeteme he 
durch einen Strich. Hat nun der Stromvektor j («= 1,2,...6) im 
Hauptachsensystem die Richtung der z,-Achse, so 1 uns 
Diese —_ ist allgemein gegeben tik: 


P22 Pas -- - Pag 


— Pig — Pas - - Pos 


wy = 
Pıı Py2- 
+++ Pos 
— Pig — Pag Das 


wir uns nur für die Widerstände im Magnetfeld. 
interessieren, genügt es, bei der Entwicklung der Determinanten bis 
zu Gliedern 2. Ordnung in den antisymmetrischen Größen p,,(« + f) 
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n zu gehen. Denn die p,, sind in 1. Näherung proportional zu H. 
t. Dies sieht man ein, wenn man bedenkt, daß sich die antisymmetrischen 
s Teile eines Tensors 2. Ranges unter sich transformieren, und diese 
n Größen im ungestrichenen Koordinatensystem nach. den Formeln (8) 
6) und (6) in 1, Näherung proportional zu H sind. Es folgt: 

1 Pi Pig Pis 
i- Pu Pui P22 Pit Ps Pi Pes 3 
= Setzen wir nun q,=g” +4”, wo q® die Lösungen von (15) bi 
“a verschwindendem Magnetfeld sind, so besteht die Gleichung: 

m Daraus folgt: a ae 
h 
Weiter ist: 

) + )- 
d » Durch Vergleich mit (29) folgt: 
Damit wird: 
1 
ad Aus dieser Gleichung folgt sofort wieder, daß die Größen p,, im 
e Magnetfeld stets kleiner sind als im Fall verschwindenden Magnetfeldes. 
Bei schwachem Magnetfeld ist (q°, eine gegenüber 
a kleine Größe. Wir können nun in genügender Näherung schreiben: 

4 1 1 2 e 

22 
(31) | + 507 

- Außerdem können wir in genügender Näherung in dieser Gleichung 

in dem Gliede im Nenner die Größe durch den 
Pit 
Wert p,, ersetzen. Damit folgt aus (27): 
1 * — Poa Pua * * Poo Pia 
8 = — Pos Pon Pas Pas Pie 
) 


: 
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Es bleibt nun zu zeigen, daß der Zähler des Bruches in der RR 
Klammer positiv ist. Zu diesem Zweck verwenden wir die Beziehungen: 


Pu = (9, P Pap — 2¢ * (4, 0, 4,47, = — (q,» 
(w+ = 1,2,---6). 
Der Zähler in der .eckigen Klammer von (32) ist nun positiv, wenn: 
(83) — %) (Gas %) %) 4”)? 
— %) 93) (Ms =. 


Es läßt sich nun zeigen, daß die Ungleichung (33) auf Grand ae 
Ungleichung (26) zu Recht besteht. Setzt man in (26): 


(=2,3,... 


so ist also: 


(1) 


a”) (a, af (dr q 
a") q, (% qs) 


(ly ar) 


. Koordinatensystem aber dem 
des Tensors ( (4. 9,) entspricht, so sind die Größen (7,,9,) = 0 für «+. 
Entwickelt man die Determinante nun unter Berücksichtigung dieses 
Umstandes, so folgt sofort die Ungleichung (33), die zu beweisen 
war. Damit ist aber bewiesen, daß vw, im schwachen Magnetfeld 
zunimmt. Sind nun c,,(e, 8 = 1,2...6) die Koeffizienten derjenigen 
Transformation, die auf das Ausgangs- 
koordinatensystem zurückdreht, so transformieren sich die Kompo- 
nenten des Tensors 2. Ranges w,, folgendermaßen: 


156 3 
| 
4 
6 6 
y,d=1 y=1 
Insbesondere ist: 4 
. 0 1 . 
Setzen wir w= wi” + wo wr” die Größe w für ver- 
: schwindendes Magnetfeld ist, so ist oben bewiesen worden, daß u" >0. 
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Damit folgt aus (34): 


y= 
Es ist also w >w®. ss ist bewiesen, daB sowohl der 
elektrische Widerstand "n,.(e =1,2,3), wie auch der thermische 
Widerstand w,. (a = 4, 5, 6) im schwachen Magnetfeld bei beliebiger 
kristallographischer Orientierung des Magnetfeldes und der Strom- 
richtung zunehmen. 

Im Teil III waren für spezielle kristallographische Orientierungen 
des longitudinalen Magnetfeldes tiefergehende Aussagen abgeleitet 
worden. Kehren wir kurz noch einmal zu diesem Fall des longitu- 
dinalen Magnetfeldes parallel einer mehrzähligen kristallographischen 
Achse zurück. Aus (25) folgt: 


(35) (Was q,)* = (Qa: q.)° (du g,)- 
Daraus ergibt sich unter eg von (20): 


oder da — p,, positiv ist: 


— Hp,,=2?.. 
ER 


oder 


(36a) 
dlog H — 


Im Fall des parallel zum Magnetfeld fließenden elektrischen Stromes 
ist nach (23a): 


Pas _ 410g ws 
(36b) dlogH dilogH = 2. 


Im Fall des parallel zum Magnetfeld fließenden ‘thermischen Stromes ist 3 
— Hp yS2p5, 
— 2Hp,, = - 2H - 26°48 = 
Somit nach (23b): 


HÄS- (Pag + Poe Ie + 299959) = 2° 


Also: 

dlogA _ dlogw 
(36¢) d log log H = 3. 
Die Ungleichungen (36b) und (36c) sind trivial fir das Gebiet kleiner 
magnetischer Feldstärken.. Im Gebiet großer Widerstandsänderung 
(großer magnetischer Felder) folgen aus diesen Ungleichungen wert- 


volle Aussagen. Ist der Widerstand ohne Magnetfeld zu vernachlässigen, en 


a 
a 
: 2 
| 
PR 
‘ 
3 
3 PSS 
aa 
= 
v2 
| 4 
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und ist w = B. Hr, so folgt aus (36b) sofort n= 2+ Dasselbe gilt 
fir den thermischen Widerstand. In dem Gebiet der magnetischen 
Feldstärke also, wo der Widerstand (elektrischer oder thermischer) 
im Magnetfeld groß ist gegenüber dem Widerstand ohne Magnetfeld, 
ist der Exponent n des Potenzgesetzes, das die Feldabhängigkeit 
des Widerstandes angibt, kleiner, oder höchstens gleich 2. 

Ist der Widerstand ohne Magnetfeld nicht zu vernachlässigen, 
so schreibt man die rn (36b) und (36c) am besten in 
(364) 


In Abb. 1 ist w in Abhängigkeit von H dargestellt. Betrachten 
wir die Bedeutung der Ungleichung (36d) in einem Punkt P der 


Abb. 1. Zur geometrischen Erläuterung 
der Ungleichungen (36) und (37) 


Kurve. Die Tangente an die Kurve im Punkt P schneide die H-Achse 
in@. Der Fußpunkt des Lotes von P auf lie H-Achse sei R. Dann 
besagt (36d\, daß die Neigung der Tangente PQ gegen die H-Achse 
kleiner oder höchstens gleich .ist dem Winkel der Verbindungslinie 
der Mitte von OQ mit P, oder anders ausgedrückt: der Schnittpunkt Q 
der Tangente mit der H-Achse liegt links der Mitte M der Strecke OR. 
Eine weitere physikalische Aussage folgt aus der Ungleichung: 
EN: 

(Gas = (dar 44) (2s 

Daraus ergibt sich unter Berücksichtigung von (20) und (29): 


0 


2H 


Führt man an Stelle der Leitfähigkeit den regiproken. Waterstant 


ein, so ergibt sich: 


| 
w w 
(37 = aa 


J, Fu F, + rs F, 
J,=— 6,,F,+ 
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Eine geometrische Deutung dieser Ungleichung läßt sich an Hand 


von Abb. 1 geben. Man trage vom Fußpunkt R nach links die 


Strecke 2 
Tangente ‘nit “der H-Achse muß dann links des Punktes T liegen. 
m.) < 4 ist, bedeutet (37) eine Verschärfung gegenüber (36 b) 


und (36c). Für 


Solange 


0) > 4 ist es nmgekebrt. 


Eine weitere physikalische Konsequenz ergibt sich aus der a. 
gleichung [unter Verwendung von (28)]: 


Oder mit Hilfe von (30): 
p, „(antisymmetrisch) = s (Ps, 


(0) 


— 9): 


PaaPpp Ppp ‘ 


Diese Ungleichung werde nun auf einen isotropen Körper im trans- 
versalen Magnetfeld angewandt. Das Magnetfeld habe die Richtung 
der z,-Achse. Dann lauten die Gleichungen für die Komponenten 
der elektrischen Stromdichte: 


= — 9). 


Daraus folgt fiir den parallel zu z, gemessenen elektrischen Widerstand: 


1 1 


Oy 


Die Ungleichung (38) lautet in diesem Fall: 
—1. 


Ersetzt man nun die Größe = durch den aus (39) folgenden Aus- 
druck 2 so folgt d. h. der elektrische Wider- 
1 > 12 
stand des isotropen Körpers ist im transversalen Magnetfeld bei be- 
liebiger Feldstärke im als ohne 


; 


q 
’ 
F 
% 
d 
> 
| 
. 
| 
N 


... 
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Teil VI. Betrachtungen zum Umkehreffekt 

der Thermokraft im Magnetfeld 
Es soll untersucht werden, wann unser Leitungsmechanismus 
einen Umkehreffekt der Thermokraft im Magnetfeld zuläßt. In (I 
ist ein Ausdruck für die adiabatische Thermokraft eines Kristall- 
stabes gegeben worden. Der Stab habe die z,-Richtung, |. 


3 
_! 
k=1 
Nun folgt aus (7c) und (7d) in Matrizenschreibweise: 
(41) Tew=will. 


Von der Größe «w können wir zeigen, daß sie keinen Umkehr- 
effekt zeigt, d. h. daß = [e(— H)w(— H)]*. Denn es ist 
nach den Gl. (8c) und (84d): 


T $)w(— 9) = Te(— 9) w* (6) = (H)w* ©) = [w(H) 7 (H)]* 
und nach (41): <(— $)w(— 9) = 
Kürzen wir die Größe ew mit D ab, so ist: = Dw. Setzen 
wir nun diesen Ausdruck i é in (40) ein, so ist: 


Wenn nun in all er Strenge pa Wiedemann-Franzsche Genie 
im Magnetfeld gültig ist, wie dies in (I) für den Fall elastischer 
Streuung der Elektronen und unter der Annahme reiner Elektronen- 
leitung der Wärme (vorausgesetzt die Fermi-Verteilungsfunktion) ab- 
geleitet ist, so wird: 

(43) w= Aw (#eine Konstante), 


d. h. die beiden Tensoren des elektrischen und thermischen Wider- 
standes sind einander proportional. Für diesen Fall folgt aus (42): 
(44) -B-D,.- 
Da nun weder w,, noch D,, einen Umkehreffekt zeigen, so besitzt 
in diesem Fall auch die adiabatische Thermokraft keinen Umkehr- 
effekt zum Unterschied gegenüber der isothermen Thermokraft, die 
durch ¢,, bestimmt ist. Nun sind aber die Grundvoraussetzungen, 
die zur Proportionalität der beiden Tensoren w und mw führten, 
nämlich elastische Streuung der Elektronen und reine Elektronen- 
leitung der Wärme streng nie erfüllt. Im allgemeinen ist sowohl 
die thermische Gitterleitung nie ganz zu vernachlässigen, als auch 
esonders in tiefen Temperaturen ‚die Annahme elastischer Streuung 
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setzen haben: 
(438) 

Damit wird: 

(44a) et) _ BD, + 


Das 2. Glied in der ee liefert nun im allgemeinen einen 
Umkehreffekt, der damit proportional zu den Komponenten von Aw 
wird. Die Gitterleitung wird besonders bei den Halbleitern oder 
halbleiterähnlichen Metallen (z. B. Bi und Sb) ein großes Aw ver- 
ursachen. Zusammenfassend soll nochmals festgestellt werden, daß 
der Leitungsmechanismus der Elektronentheorie der Metalle bei 
strenger Proportionalität der Tensoren des elektrischen und thermi- 
schen Widerstandes keinen Umkehreffekt für die adiabatische 
Thermokraft im Magnetfeld zuläßt. Ein solcher kommt erst zustande, 
wenn entweder die beiden Tensoren nicht genau zueinander pro- 
portional sind, oder wenn die Bedingung der Adiabasie nicht streng 
erfüllt ist. Umgekehrt kann man aus den beobachteten Umkehr- 
effekten an Bi- und Be-Kristallen schließen, daß die Tensoren w 
und w im Magnetfeld nicht streng proportional sind (bei voraus- 
gesetzter Adiabasie). 


FR Teil VII. Vergleich mit der Erfahrung 


Ein Teil der Ergebnisse des Teil I ist schon in (1) mit der 


Erfahrung verglichen worden. Es soll noch hervorgehoben werden, 


daß an keiner Stelle dieser Arbeit irgendeine spezielle Annahme 
über die Form der Verteilungsfunktion der Elektronen im Fall 
verschwindender äußerer Störungen notwendig war. Die Ergebnisse 
sind daher für beliebiges f, gültig. Die Resultate sollten daher 
auch für Halbleiter zutreffen, soweit es sich um reine Elektronen- 
leitung handelt. 

Nach Formel (11) besteht im Fall verschwindenden Magnetfeldes 
die Möglichkeit der Existenz eines antisymmetrischen Bestandteiles 
des Tensors z und damit auch des Tensors 77. Dies ließe sich 
experimentell z. B. folgendermaßen prüfen. Wir betrachten einen 
Kristallstab parallel einer mehrzähligen Achse, etwa einer 3, 4 oder 
6zähligen Achse. Die Richtung dieser Achse sei die z,-Richtung. 
Wir zerlegen nun den Tensor /7 des Peltiereffektes in seinen sym- 
metrischen und antisymmetrischen Bestandteil: J7 = J7 + Te, 
Dann folgt aus Symmetriegründen: 


= = 0, = ae. = ne = 
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Es kann also /7\) von Null verschieden sein. Das heißt physikalisch, 


daß ein parallel zu einer 3, 4 oder 6zähligen Achse orientierter 
Kristallstab einen transversalen Peltiereffekt zeigen kann, und in 
analoger Weise auch eine transversale Thermokraft, In Metall. 
kristallen sind aber derartige Effekte schon aus Symmetriegründen 
auszuschließen. Vielleicht läßt sich der Effekt in Halbleitern 
niedriger Kristallsymmetrie nachweisen, da in Halbleitern infolge 

der geringen Zahl von Leitungselektronen die Thermokraft und u 3 
Peltiereffekt verhältnismäßig sehr große Werte besitzen. 2 


Das in Teil III abgeleitete Ergebnis über die monotone Zu- 
nahme des elektrischen und thermischen Widerstandes von Kristall- | 
stäben bestimmter kristallographischer Orientierung im longitudinalen 
Magnetfeld, steht meines Wissens mit den bisherigen umfangreichen 
experimentellen Ergebnissen an Metallen in vollkommener Über- 
einstimmung. Dasselbe gilt für die in Teil III gewonnenen Aussagen 
hinsichtlich der Zunahme des elektrischen und thermischen Wider- 
standes im schwachen, aber kristallographisch beliebig orientierten 
Magnetfeld. Auszunehmen sind natürlich die ferromagnetischen 
Stoffe, wo unsere Grundvoraussetzungen nicht zutreffen. Auch die 
in Teil III angegebenen Ungleichungen für den Differentialquotienten 


en entsprechen den Experimenten im longitudinalen Magnetfeld. 


Für die transversale Widerstandsänderung im transversalen Magnet- 
feld ist es nicht gelungen, entsprechende Ungleichungen zu: finden. 
Über das Vorzeichen der Thermokräfte und der transversalen gal- 
vanomagnetischen und thermomagnetischen Effekte lassen sich keine 
allgemeinen Aussagen machen, ebenso nicht über das Vorzeichen 
der Änderung dieser Größen im Magnetfeld, in Übereinstimmung 


Zusammenfassung 


Im Rahmen der Elektronentheorie der Metalle wird unter sehr 
allgemein gehaltenen Grundvoraussetzungen die allgemeine Theorie 
der elektrischen und thermischen und thermoelektrischen Erschei- 
nungen in kristallinen Medien im Magnetfeld entwickelt. Die Arbeit 
ist die Fortsetzuug einer früheren Untersuchung über denselben 
Gegenstand. Da bei den Untersuchungen keine speziellen Annahmen 
über die Form der Verteilungsfunktion der Elektronen bei ver- 
schwindenden äußeren Störungen gemacht werden, sind die Ergeb- 
nisse a auf Halbleiter ‚anwendbar, solange reine Elektronenleitung 
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In Teil I werden zunächst die allgemeinen Gleichungen für die 
elektrische und thermische Stromdichte gegeben. Von den 4 auf- 
tretenden Tensoren 2. Ranges mit allgemein 36 Koeffizienten ergeben 
sich nur 27 als frei wählbar. Für verschwindendes Magnetfeld 
werden die Tensoren der elektrischen und thermischen Leitfähigkeit 
symmetrisch. Für den Tensor der Thermokraft trifft dies allgemein 
nicht zu. Dieser Tensor ist nur dann symmetrisch, wenn entweder 
der elektrische Widerstand isotrop ist, oder wenn der elektrische 
Widerstandstensor und der Tensor der Thermokraft gleichzeitig auf 
Hauptachsen sind. In den praktisch vorkommenden Metallkristallen 
sind antisymmetrische Bestandteile von Tensoren 2. Ranges schon 
aus Symmetriegründen verboten. Vielleicht läßt sich die Existenz 
eines antisymmetrischen Anteils des Tensors der Thermokraft und 
des Peltiereffektes in Halbleitern niedrigerer Kristallsymmetrie nach- 
weisen. Eine einfache experimentelle Methode zum Nachweis eines 
solchen Effektes ist in Teil II angegeben. Im Magnetfeld bestehen 
zwischen den Komponenten des Tensors der Thermokraft und des 
elektrischen Widerstandes die Beziehungen (12). 

Im Teil II wird gezeigt, daß die elektrischen und thermischen 
Widerstandstensoren im Magnetfeld positiv definit sind. 

In Teil III ist der Nachweis erbracht, daß die elektrischen und 
thermischen Widerstände von Kristallstäben parallel einer mehr- 
zähligen Symmetrieachse, die sich im longitudinalen Magnetfeld 
befinden, monoton zunehmende Funktionen der Stärke des Magnet- 
feldes sind. Daraus ‘folgt allgemein, daß auch die longitudinale 
Widerstandsänderung in isotropen Körpern eine monoton zunehmende 
Funktion der magnetischen Feldstärke ist. 

Auf Grund von Ungleichungen, die im Teil IV abgeleitet sind, 
werden im Teil V weitere Aussagen gewonnen über die Art der 
funktionellen Abhängigkeit des elektrischen und thermischen Wider- 
standes von der Stärke des Magnetfeldes für den Fall longitudinalen 
Magnetfeldes parallel einer mehrzähligen Symmetrieachse. Es 
resultieren die Ungleichungen (36b), (36c) und (37). In dem Feld- 
stärkenbereich, wo die Widerstände im Magnetfeld groß sind 
gegenüber den feldfreien Widerständen, ergibt sich aus’ den Un- 
gleichungen (36b) und (86c) im Ansatz w = BH* ein n, das kleiner 
oder höchstens gleich 2 ist. Außerdem wird bewiesen, daß der 
elektrische und thermische Widerstand eines beliebig kristallo- 
graphisch orientierten Kristallstabes im schwachen Magnetfeld (bei 
beliebiger Orientierung des Magnetfeldes gegenüber den Kristall- 
achsen und gegenüber dem Kristallstab) zunehmen. Weder über 
das -Vorzeichen der Thermokraft noch über das Vorzeichen der 
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Änderung der Thermokraft im Magnetfeld lassen sich allgemeine 
Aussagen gewinnen. Dasselbe gilt für das Vorzeichen der galvano- 
magnetischen und thermomagnetischen Effekte. 

Im Teil VI werden speziell die Bedingungen gesucht, unter 
denen die vorliegende Theorie einen Feldumkehreffekt der Thermo- 
kraft im Magnetfeld ergibt. Es zeigt sich, daß die adiabatische 
Thermokraft (bei Vermeidung seitlicher Wärmeableitung am Kristall- 
stab während der Messung) dann keinen Umkehreffekt aufweist, 
wenn die Tensoren des elektrischen und thermischen Widerstandes 
genau einander proportional sind, das heißt bei strenger Gültig- 
keit des Wiedemann-Franzschen Gesetzes in seiner allgemeinen 
Form im Magnetfeld. Diese Bedingung. ist aber im allgemeinen 
nicht erfüllt, so daß man allgemein mit einem Umkehreffekt der 
Thermokraft im Magnetfeld rechnen muß (soweit die Kristall- 
symmetrien einen solchen überhaupt zulassen). 

Teil VII ist dem Vergleich mit dem Experiment gewidmet. Die 
gewonnenen Aussagen stehen mit dem vorhandenen Beobachtungs- 
material in vollkommener Übereinstimmung. 

Die Ergebnisse haben die durch die Formeln (1a) und (1 b) 
ausgedriickte statistische Fundamentalgleichung als Voraussetzung, 
ohne spezielle Annahmen über die Temperatur, die Bindung der 
Elektronen an das Gitter oder über den Mechanismus der Streuung 
der Elektronen. 


Berlin, 1. Institut für theoretische Physik der Universität. 


(Eingegangen 7. 1942) 
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Anlage zur Verfiüssigung Wasserstoff 
Von R. Hilsch 
(Mit 3 Abbildungen) 


81. Einleitung 


_ Fir verschiedene optische und elektrische Arbeiten des Erlanger 


_ Physikalischen Instituts ist die Erreichung tiefster Temperaturen 
wichtig geworden. Die Gesichtspunkte für den Bau der notwendigen 
Einrichtungen durch die Institutswerkstatt lauten: Einfache Be- 
dienung ohne geschulte Hilfskräfte, geringer Verbrauch an flüssiger 
Luft, Herstellung von Helium- und Wasserstofftemperaturen in mög- 
lichst kurzer Zeit. Diese Bedingungen sind für ein normales Institut, 
in dem nicht ausschließlich auf dem Kältegebiet gearbeitet werden 
soll, sehr wesentlich. 

Eine Heliumverflüssigung nach der Methode von Kapitza?, 
die von W. Meißner?) erheblich verbessert worden ist, und die 
ohne Vorkühlung mit flüssigem Wasserstoff arbeitet, kam wegen des 
großen Aufwandes nicht in Frage. Außerdem ist flüssiger Wasser- 
stoff für Arbeiten bei Zwischentemperaturen nötig und zum Vor- 
kühlen größerer Massen unentbehrlich. Der Verbrauch an flüssigem 
Helium wäre viel zu groß, wollte man etwa Versuchskörper nur 
damit allein von 80° abs. bis zur Heliumtemperatur herunter kühlen. 
Die Verdampfungswärmen gleicher Raumteile von Luft, Wasserstoff 
und Helium verhalten sich nämlich wie 82:12:1. Die Verflüssi- 
gung von Helium nach der Expansionsmethode®) ist sehr einfach 
und vom Verfasser mit Erfolg benutzt worden. Die besonderen 
Einrichtungen dafür sollen später beschrieben werden. In etwa 
30 Min. lassen sich die tiefsten Temperaturen erzielen. Es besteht 
die Möglichkeit, innerhalb kurzer Zeit einen häufigen Wechsel 
zwischen tiefsten und hohen Temperaturen vorzunehmen. Selbst 
die Verflüssigung größerer Mengen Helium läßt sich durchführen *). 


1) Vgl. z.B. J. A. van Lammeren, Technik der tiefen Temperaturen, 
Berlin 1941. 

2) W. Meißner, Phys. Ztschr. 48. 8.261. 1942. 

3) F. Simon, Actes du VIle Congrés International du Froid. The Hague 
1. 8. 367. 1936. 

4) A.H.Cooke, B.V.Rollin and F. Simon, Rey. Scient. Instr. 10. 
8.251. 1939. 
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Eine wichtige Voraussetzung ist nur der Besitz von flüssigem 
Wasserstoff. 

Es ist also ein Verflüssiger nötig, der alle Vorbilder besonders 
durch kurze Anlaufzeit und geringen Gesamtverbrauch an flüssiger 
Luft übertreffen muß. 

Da der Tagesbedarf kaum 3 Liter flüssigen Wasserstoff erreicht, 
kommt eine stündliche Leistung von etwa 2 Liter in Frage. Dann 
genügt auch ein kleiner Kompressor und eine wenig leistungsfähige 
Vorpumpe zum Erniedrigen der Siedetemperatur der flüssigen Luft. 
Ein Verflüssiger kleiner Leistung wird vor allem wegen seiner kleinen 
Wärmekapazität nur geringe Mengen von flüssiger Luft zum An- 
laufen verbrauchen. Ein nach den erforderlichen Gesichtspunkten 
gebauter Verflüssiger wird im folgenden beschrieben. Die damit 
erreichte Leistung wird mitgeteilt. ee 


§ 2. Beschreibung des neuen Wasserstoffverfliissigers (Abb. 1) 


Die Vorküblung des mit 140 Atm. (kg/cm?) eintretenden Wasser- 
stoffs geschieht im Vorkühler A. Dieser Teil der Apparatur ist von 
dem eigentlichen Verflüssiger B getrennt aufgebaut. A und B sind 
durch Schraubdetkel!) vakuum- und druckdicht verschlossen. An 
den Deckeln sind die Inneneinrichtungen, Gegenströmer, Ventile usw. 
befestigt. Die äußeren Mäntel sind aus Messingrohren (von 1mm 
Wandstärke) hergestellt, die mit je zwei gegenüberliegenden Fenstern 
F1 und F2 aus eingekitteten Glasstreifen ausgestattet sind, um das 
Innere von A und B durchblicken zu können. Die im Inneren ent- 
haltenen zylindrischen, versilberten Vakuummantelgefäße aus Duran- 
glas sind mit Sichtstreifen versehen, auf denen Volumeneinteilungen 
angebracht sind. 

Neuartig ist die Herstellung der Gegenströmer G1 und 
G2 in A. Als Bauelement wird ein schraubenförmig gewelltes 
Tombakrohr?) von .0,4 mm Wandstärke verwendet. Seine Außen- 
und Innenwand ist mit je einem gut anliegenden Neusilber- 
rohr (0,4mm Wandstärke) verkleidet und verlötet. So entstehen 
zwei schraubenförmige Rohre mit geringer Wärmekapazität. Der 
äußere Schraubenraum (6 m) wird für den Rückstrom von nicht 
verflüssigtem Wasserstoff, ein etwas kürzerer Teil des inneren 


1) Der New York-Hamburger Gummi-Waaren- Compagnie, Herrn Dr. 
W.Hochstätter, danke ich für die Überlassung von Dichtungsplatten aus 
lederhartem Gummi (Perbunan Qualität 951). Sie wurden auch an anderen 
Stellen mit gutem Erfolg verwendet. { 

2) Nahtloser Tombakschlauch (Nenndurchmesser 40) der Deutschen Waffen- 
und Munitionsfabriken A.-G. Berlin-Borsigwalde. 
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_ verbunden ist. A2 ist vor Wärmezufuhr sehr gut geschützt, denn 


sigung ‘von 
Schraubenrohres (5m) für den Gegenstrom von verdampfter flüssiger 
Luft verwendet. 

Der eintretende Wasserstoff von 140 at strömt in 4 Kupfer- 
rohren von 2%x1mm Durchmesser, die paarweise verdrillt in den 
schraubenförmigen Rohrräumen des Tombakrohres verlegt sind. Die 
4 Rohre werden am Ende des Gegenströmers GI zu einem Rohr 
vereinigt, das zu 2 Druckflaschen D aus Kupfer führt (25x 20 mm 
Durchmesser). Die darin enthaltene Adsorptionskohle befreit den 
Hochdruckwasserstoff von Verunreinigung durch Luft. Der in D 
gereinigte und zugleich auf die Temperatur normal siedender flüssiger 
Luft vorgekühlte Wasserstoff strömt (vgl. Pfeilrichtung!) weiter in 
das obere Ende des Gegenströmers G2, verläßt ihn, um in Kontakt 
mit A2 auf die tiefere Temperatur abgepumpter flüssiger Luft ge- 
bracht zu werden. Die in A2 unter 0,1 at abdampfende Luft 
kann im noch verbliebenen Innenraum des Tombakrohres ihre Kälte 
an die Austauscher G2 und G1 abgeben. Der Austausch wird durch 
eine Schraubenfläche W aus Neusilberblech sehr begünstigt. Das 
Gefäß A2 enthält einen Schwimmer, der mit einem Standzeiger Z 


der Raum zwischen A2 und C ist evakuiert (Adsorptionskohle K 1). 
Dieser Raum ist mit einer Rohrleitung verbunden, die zur vakuum- 
dichten Verschraubung V und zum eigentlichen Verflüssiger B führt 
(Kohle K2) In dieser Vakuumleitung verläuft auch das Rohr des 
jetzt tiefgekühlten Hochdruckwasserstoffs. Über eine Konusverschrau- 
bung innerhalb V setzt sich das Rohr bis zum Anfang des Gegen- 
strömers G3 fort. ‚Dessen Außenrohr besteht aus Neusilber in einer 
Länge von 2m und hat 8x 7,5 mm Durchmesser. Im Inneren 
wird der Hochdruckwasserstoff von zwei verdrillten Kupferrohren 
(2% 1 mm Durchmesser) übernommen. Das letzte 1 m lange Ende 
von G3 enthält eine „twisted tube“ nach Nelson’) mit dünner 
Bleirohrummantelung. Ein Silberbronzerohr von 5x4mm Durch- 
messer ist dafür bis auf 0,2 mm lichte Weite plattgewalzt (Einlage 
von Cellulosefilm) und nach Verdrillung auf 2cm Steighöhe aus- 
geglüht worden. Der Wasserstoff wird am Ende von G3 mit Hilfe 
von E entspannt. Das Expansionsventil E trägt einen kleinen Gas- 
thermometerraum, der mit Wasserstoffgas gefüllt und mit einem 
Vakuummeter verbunden ist. Es gibt mit seiner geeichten Teilung 
direkt die absolute Düsentemperatur an. Der Rückstrom des nicht 
verflüssigten Wasserstoffs erfolgt durch @ 3 über eine Konusverschrau- 


i) Vgl. z.B. J. E. Ahlberg, I. Estermann u. W. 0. Lundberg, Rev. 
Scient. Instr. 8. 8.423. 1937 oder J. A. van Lammeren, a, a. O. 
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bung innerhalb von V und durch G2 und G1 zum Austritt aus der 
Ap . 
Die Innenteile des Verflüssigers sind leicht zugänglich. Nach 
Lösen der Verschraubung V können A und B getrennt und deren 
Deckel geöffnet werden. Der Raum um 42 mit der Vakuumverbin- 
dung von A nach B muß nach erneutem Zusammensetzen mit einer 
Kapselpumpe einmal durch S3 ausgepumpt werden. Sehr gutes 
Vakuum ist dann durch die Kohle KI und K2 für dauernd ge- 
sichert. 

Großer Wert ist auf gute Weich- und Hartlötungen gelegt worden. 
Im Laufe vieler Verflüssigungen ist keine einzige Undichtigkeit auf- 
getreten. Zur Vorkühlung kann unbesorgt flüssiger Sauerstoff be- 
nutzt werden. Die Trennung der Anlage in Vorkühler 4 und Ver- 
flüssiger B stellt dafür eine besondere Sicherheitsmaßnahme dar. 

Das Stativ R kann zum Transport leicht vom Boden gelöst 
werden. Es trägt an seiner Säule noch Zwei schwenkbare Tische, 
die zur Aufnahme einer 5 Liter-Vorratsflasche für flüssige Luft und 
einer Flasche zum Abzapfen von flüssigem Wasserstoff bestimmt sind. 

Für das Einfüllen von flüssiger Luft ‘durch NI in AJ ist - 
ein Überdruck in der Vorratsflasche nötig. A2 kann einfach 


Erklärung zu Abb. 1: 


A = Behälter‘ für den Vorkühler bis etwa 64° abs.; B+ Behälter für den Ver- 
flüssiger von Wasserstoff; 41= Raum für flüssige Luft normaler Siedetemperatur 
(1,5 Liter fassend); A2= Raum für flüssige Luft niedriger Siedetemperatur 
(0,3 Liter-fassend); Z = Standzeiger für flüssige Luft in 42; B1= Sammel- 
raum für flüssigen Wasserstoff (bis 1 Liter fassend); @1 = Gegenstrémer für 
T = 290° abs. bis etwa 80° abs.; G2'= Gegenstrémer für 7 ='etwa 80° abs. 
bis etwa 64° abs.; G3 = Gegenströmer fir T= etwa 64° abs. bis 33° abe.; 
W= Schraubenflächen-Austanscher für die unter vermindertem Druck ab- 
dampfende Luft; C = Mantel aus Messing, evakuiert zur Isolation von A2; 
D = Druckflaschen aus Kupfer, mit Adsorptionskohle gefüllt; F1, F2=Bicht- 
fenster zur Beobachtung von Ail bzw. Bi; K1,K2= Adsorptionskohle; 
M1 = Überdruck-Unterdruckm für Raum A; M2=Überdruck-Unterdruck- 
messer für Raum B; $1 = Sicherheiteventil 0,5 ati für Raum A; 82 = Bicher- 
heitsventil 0,5 atü für Raum B; 83 = Sicherheitsventil ‚für die. Vakuummantel- 
verbindung von A nach B; Ni = Nadelventil zum Einfüllen von flüssiger 
Luft in Al; N2= Nadelventil zum Einfüllen von flüssiger Luft in A2 aus A1; 
N3 = Absapfventil für flüssigen Wasserstoff; E= Expansionsventil für Hoch- 
druckwasserstoff; H = Vakuummantel-Heber aus Jenaer Geräteglas 20 zum 
Abzapfen von flüssigem Wasserstoff; 7 = Wasserstoffgasthermometer zur Mes- 
‚sung der Temperatur am Expansionsventil; V = Vakuumdichte, auseinander- 
‘nehmbare Verschraubung der Behälter A und B; R = Haltestativ (dient zu- 

gleich ag Träger für Vorratsflasche mit flüssiger Luft und für EEE sum 

Füllen mit flüssigem Wasserstoff) 
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durch Betätigung von N2 aus dem Vorrat in AJ aufgefüllt werden, 
da in A2 Unterdruck herrscht. Zum Uberhebern aller fitissigen 
Gase werden unversilberte Vakuumheber aus Jenaer Geräteglas 20 
verwendet, die durch kurze Schlauchstücke mit dem ee. 


§ 3. Einzelheiten zur Verflüssigungsanlags 


> Für den Betrieb des Verflüssigers wird ein dreistufiger | Kom- 
pressor der Fa. Pokorny, Frankfurt a. M., Type 3 ZZ4a mit einer 
Saugleistung von 12 m?/h bei einer Drehzahl von 1000/Min. in 
direkter Kupplung mit einem Drehstrommotor benutzt. — Dieser 


— *— Hochdruckleitung mit Ventil 
Niederdruckleitung mit Ventil 
Abb. 2. Schema zum Aufbau der gesamten Verflüssigungsanlage. DAR Bi 
V= Verflüssiger, F= Vorrat für Hochdruckwasserstoff, P = = Vakuumpumpe, 
6 = Gasometer, K = Kompressor, A= Hochdruckreiniger (mit Ätzkalistücken 
gefüllt, S= Sicherheitsventil, D= Druckminderventil, R = Strömungsmesser 


_ Kompressor ist bis zu einem Enddruck von 250 at verwendbar, wird 4 
aber normalerweise zum Verdichten des Wasserstoffs mit 140at 
trieben. Die tatsächliche erreichte Fördermenge bei diesem Druck 
etwa 9m?/h. Der Kompressor hat infolge seiner hohen 

Drehzahl geringen Raumbedarf. Die gemeinsame Grundplatte für — 
SR _ Kompressor mit Motor hat nur die Abmessung von 1x 0,35 m. — 
Auf vollkommene Dichtung wurde große Sorgfalt verwendet. 

Zum Druckausgleich ist in der Ansaugleitung ein Gasometer G 


Be mit einem Fassungsvermögen von 0,9 m? eingeschaltet. Die weiteren 
ER Einzelheiten der Rohranlage gehen aus Abb.2 hervor. P ist eine 
Walzpumpe kleinsten Modells der Fa. Leybold-Köln mit 10m%/h 
2 Saugleistung. Sie genügt vollkommen, um die flüssige Luft unter ae 


einem Druck von etwa 0,1 at sieden zu lassen. Sehr bequem ist die 
Verwendung eines Btrömungsmessers R}) mit einer Einteilung von 


1) Rotamesser der Fa. Rota-Aachen. 
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1—13m?/h in der Rückleitung des entspannten Wasserstoffs, um 
das Expansionsventil gut auf richtigen Durchfluß einstellen und die 
Leistung des Kompressors jederzeit beurteilen zu können. 

Die ganze Anlage findet in der Hälfte eines normalen Arbeits- 
zimmers’ Platz. Sie braucht nur durch eine Person bedient zu 
werden, ihr Betrieb ist nach kurzer Unterweisung auch durch einen 
Anfänger möglich. Selbst wenn einmal Ventile falsch betätigt werden 
sollten, sind durch Sicherheitsventile und Signaleinrichtungen alle 
Gefahren vermieden. 


§4 Die Leistung der 
Es ist bekannt, daß die Ausbeute an verflüssigtem Wasserstoff 
. weitgehend von der erzielten Vorkühltemperatur abhängt. Da reiner 
flüssiger Stickstoff, mit dem leicht eine Temperatur von 63° abs. 
_ erreicht werden kann, nicht zur Verfügung sfeht, wird im allgemeinen 
flüssiger Sauerstoff des Linde-Werkes in Nürnberg zur Vorkühlung 
verwendet. Man muß sich dann mit einer Temperatur von 72° abs. 
und einer geringeren Ausbeute begnügen. Der Verbrauch an Vor- 
kühlflüssigkeit, dem Volumén nach gemessen, ist aber bei flüssigem 
Sauerstoff am geringsten, da er einen größeren Kälteinhalt als 
flüssige Luft oder flüssiger Stickstoff besitzt. 

Ein quantitatives Bild der Leistungsfähigkeit der Anlage gibt 
Abb.3 wieder. In diesem MeBbeispiel') beginnt die Verflüssigung 
des Wasserstoffs nach 9Min. (Kurve a), gerechnet vom Zeitpunkt 
der Inbetriebnahme der Anlage von Raumtemperatur. Die kleine 
Anlaufzeit kommt wesentlich dadurch zustande, daß man den expan- 
dierten Wasserstoff anfänglich etwa 5 Min. lang zum größten Teil 
aus dem Gefäß B direkt (aus einem Abzweig des Rohres bei S 2) 
in die Saugleitung des Kompressors eintreten läßt. Dann werden 
also die Gegenströmer auf dem Rückweg kaum durchströmt. 

Der stationäre Betrieb ist bald erreicht. Im Verflüssiger werden 
dann stündlich 2,00 Liter flüssiger Wasserstoff erzeugt. Die Vorkühl- 
temperatur beträgt dabei 72° abs. Während der Messung ist dafür 
gesorgt, daß der Stand des flüssigen Sauerstoffs in A2 konstant 
bleibt. ‚Durch gesonderte Messung hat sich die Förderleistung des 
Kompressors in diesem Fall zu 9,2m®/h (bei 20° und 740mm Hg) 
ergeben. Demnach werden stündlich von 0,75 kg Wasserstoff 0,142 kg, 
also 19°/, verflüssigt (Dichte des flüssigen Wasserstoffs 0,071 g/cm’). 


1) Es ist gewählt worden, weil mit flüssigem Sauerstoff eine definierte 
Vorkühltemperatur erzielt werden kann. Flüssige Luft ist für Meßzwecke 
wenig geeignet, da im Laufe des Versuchs eine Anreicherung des flüssigen 4 
Sauerstoffs eintreten wiirde. 


: 
: 
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Das ist etwa 0,9 des Betrages, der sich nach dem Enthalpiedia- 
gramm des Wasserstofis berechnen läßt. 

Nach Kurve b (Abb. 8) beträgt der Anlaufverbrauch von flüssigem 
Sauerstoff nur 1,1 Liter, trotzdem die recht große Masse der beiden 
Kupferflaschen D mit der Adsorptionskohle abgekühlt werden muß. 
Je Liter erzeugten flüssigen Wasserstoffs wird 1,00 Liter flüssiger 
Sauerstoff verbraucht, Der nach den Warmediagrammen des 
Wasserstofis dafür berechnete erforderliche Betrag ist um 70°/, 
kleiner. Der größere Verbrauch rührt vor allem von einem Tem- 
WIE EEE: von 17° am oberen Ende des Gegenströmers her. 


172 


200 lp 


70 20 JO 490 min 50 


Abb. 3. Zur Messung der Leistung des Wasserstoffverflüssigers. 
Kurve a: Zeitliche Zunahme des flüssigen Wasserstoffs, 
Kurve b: Zeitlicher Verbrauch an flüssigem Sauerstoff. 

Anfangsdruck 140 at, Vorkühltemperatur 72° abs. 


Dadurch werden dem Verflüssiger rund 35 Kal/h Kälte entführt. 
Würde man den Gegenströmer G1 wesentlich verlängern, so könnte 
man diesen Kälteverlust verhindern und den Verbrauch an flüssigem 
Sauerstoff bis auf fast 0,8 Liter je erzeugten Liter flüssigen Wasser- 
stoffs senken. Davon ist jedoch abgesehen worden, um die Wärme- 
kapazität des Gegenströmers klein zu halten. Dies ist für die Er- 
zielung eines geringen Anfangsverbrauches und einer kurzen Anlauf- 
zeit des Verflüssigers günstig. 


7 


. Verbrauchler fl Sauerstoff bezw. 
N 
\ 
N 


1) Der Verlauf der Kurve b ist mit Hilfe einer Gasuhr sehr genau be- 
fenden 
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Bei Verwendung von flüssiger Luft (der Dichte -0,85g/cm*) zur 
'Vorkühlung in einem analogen Versuch sind ebenfalls rund 90%, — 
der theoretischen Ausbeute erreicht worden. Mit einer Vorkühl- 
temperatur von 64,5° abs. bei 140 at Anfangsdruck werden dann 


350 Liter flüssiger Wasserstoff stündlich erzeugt. (Das sind 24,6%, 


bei einer Kompressorleistung von 0,72kg/h.) Der Anfangsverbrauch 


an flüssiger Luft beträgt 1,2kg und der Verbrauch je Liter flüssige er. 


Wasserstofis 0,98 kg. 
Leider steht reiner flüssiger Stickstoff nicht zur Verfügung. 


Dadurch könnte bei einer Vorkühltemperatur von 63° abs. die EN ee 
Flüssigkeitsausbeute der Anlage auf ungefähr 2,8 Liter/h gesteigert — 
werden. Mit einem leistungsfähigeren Kompressor dürfte der Ver- 


flüssiger auch noch mit etwa 4Liter/h recht gut arbeiten, da der 
Strömungswiderstand der Gegenströmer nur einen Überdruck von 


0,09 at im eigentlichen Verflüssiger beim jetzigen Betrieb erzeugt. 


Der erzeugte flissige Wasserstoff wird in Vakuummantelflaschen 
aus Glas (verkupfert, mit langem Hals) von 2Liter Inhalt über- 


gefüllt. Der Verdampfungsverlust durch das Überfüllen beträgt bei ae 


nicht vorgekühlten Flaschen 12°/, und läßt sich durch Vorkühlung ~ 


auf 7,5°/, senken. Der Verlust in den Vorratsflaschen beträgt je — Ara 


nach der Füllung 30—50 cm? je Stunde. 


Zur Verflüssigung wird der sehr reine Wasserstoff der Fa. von ARE 
Heyden, Radebeul- Dresden verwendet. Meist ist auch normaler 


Wasserstoff geeignet, da die Adsorptionskohle im Vorkühler Verun- 
- reinigungen durch Luft sehr gut zurückhält. Schwierigkeiten durch 


' Verstopfen der Rohre mit fester Luft treten nicht auf. Natürlich I 


‚muß vor jedem Anlaufen der Anlage die in den Druckflaschen D 
vom vorigen Betrieb gespeicherte Luft beseitigt werden. Dies ge- — 


 schieht bei Raumtemperatur durch Abblasen und anschließende a 
5 Minuten langes Auspumpen mit der Wälzpumpe. RT ae 


85. Verflüssigung ohne Kompressor 


Es soll noch besonders darauf hingewiesen werden, daß sich Be 


der beschriebene Verflüssiger wegen seines guten Wirkungsgrades 


‘und geringen Verbrauches an flüssiger Luft sehr gut zum Betrieb » er 


_ Ohne Kompressor eignet. Eine normale Druckflasche mit 6m? In- 
halt und 150 at Anfangsdruck liefert durch Abblasen auf 30 at inner- 
halb 30-40 Minuten fast 1 Liter Flüssigkeit, wenn die Vorkühl- 
temperatur 64° beträgt. Der noch verbleibende Flascheninhalt kann 
zum anfänglichen Durchströmen beim Vorkühlen des 
im nächsten Versuch verwendet werden. 
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86. Vergleich mit anderen Anlagen 

Zum Vergleich werden in nachstehender Tabelle die Daten 
einiger der besten größeren Verflüssiger zusammengestellt. Es gibt 
auch noch eine Anzahl kleinerer Verflüssiger, die aber infolge großen 
Verbrauchs an flüssiger Luft im Vergleich mit der neuen Anlage 
viel zu ungünstig abschneiden. So beträgt z.B. der Gesamtverbrauch 
an flüssigem Stickstoff 15 Liter für die Herstellung von 2,5 Liter 
flüssigen Wasserstofis in der Anordnung von Ahlberg’). Eine Reihe 
von Kleinverflüssigern findet man im Buch von J.A.van Lammeren?) 
zusammengestellt. 

Zum besseren Vergleich sind sämtliche Angaben der Verfasser 
auf Kilogramm Vorkühlflüssigkeit umgerechnet, da der Kälteinhalt 
je Kilogramm von der Art der Flüssigkeit fast unabhängig ist. 


Tabelle 1 


Leistung verschiedener H,-Verflüssiger 


Verflüssigungs- 
anlage 


W.Meißner 
PTR. 
Berlin ®) 


A. Götz 


P. Kapitza 


R. Hilsch 
Erlangen 


Erzeugter flüssiger 
Wasserstoff in Lit./h 


Anlaufzeit des Ver- 
flüssigers in Min. 


Zn, Anlauf des Ver- 
üssigers benötigte 
Kühlfüssigkeit i inkg 


Je Liter fl. Wasser- 
stoff benötigte Menge 
Kühlflüssigkeitin kg 


Vorkühltemperatur 


in ° abs. 
Verflüssigungsgrad 


in °/, 


17 
30 


10 
Stickstoff 


0,80 
Stickstoff 


63,5 


25,2 


0,80 
Stickstoff 
63 


28 


4,5 
30 


10 
Luft 


1,2 
Luft 


etwa 67 


22,3 


40—50 


4 
Stickstoff 


0,82 
Stickstoff 


<63 


21 


Für den» vorliegenden Zweck, die Erzeugung von flüssigem 


Wasserstoff in geringen Mengen von z.B. 3 Litern, die für den Tages- 
verbrauch sogar nur selten in Frage kommen, sind alle Großanlagen 
also nicht geeignet, da der Gesamtverbrauch an flüssiger Luft zu 


hoch liegt. 


1) J. E. Ahlberg, a. a. O. 
2) J. A. van Lammeren, a. a. O. ? 
3) W. Meißner, Ztschr. VDL 76. S. 580. 1932, 
4) H. Kamerlingh Onnes, Comm. Leiden cia: 158. 
5) A. Götz, Rev. Scient. Instr. 6. S. 217. 1935. 
6) P. Kapitsa u. J. D. Cockcroft, Nature 79. 8.224. 1932. 
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Es genügt in den meisten Fällen, die Anlage 45 Min. in Be- © 


trieb zu halten, wenn zur Vorkühlung flüssiger Sauerstoff verwendet 
wird. Nach dieser Zeit erhält man (im Vorratsgefäß eingefüllt) 
1 Liter flüssigen Wasserstoff und hat insgesamt 2,4 Liter flüssigen 
Sauerstoff dafür verbraucht. 


87. Zusammenfassung 


Es wird eine Anlage zur Verflüssigung von Wasserstoff in allen 
Einzelheiten beschrieben. Die stündliche Leistung mit kleinem 
Kompressor erreicht bei einer Vorkühlung auf 64,5° abs. 2,5 Liter. 
Je Liter flüssigen Wasserstoffs wird im Endzustand eine Menge von 
0,98 kg flüssige Luft verbraucht. Die Anlaufzeit beträgt 9 Min. und 
der Anlaufverbrauch 1,2kg flüssige Luft. -90°/, des theoretischen 
Nutzeffektes werden erreicht. 


Zum Schluß möchte ich gern für manche Hilfe, die mir zuteil 
wurde, meinen Dank aussprechen. Frl. Dr. L. Eisenmann hat bei 


der Berechnung der Gegenströmer geholfen. Herr Oberwerkmeiter 


Keller hat sehr viel Mühe auf die Herstellung‘der Anlage ver- 
wendet. Der Helmholtz-Gesellschaft danke ich für die Beschaffung 
von zwei Wälzpumpen, Herrn Direktor Anderlohr der Siemens- 
Reiniger-Werke, Erlangen für den fortwährend ermöglichten Trans- 
port von flüssigem Sauerstoff und den Vereinigten Sauerstoffwerken 
der Linde-Werke A.-G. in Nürnberg für die kostenlose Bereitstellung. 
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der Translations- und Schwingungsenergie 
auf das Wüärmeleitvermögen der Gase 


~ 


(Mit 2 Abbildungen) 


Einleitung 


RR: nr Die Wärmeleitung 2 der Gase ist nach der elementaren Gas- 
theorie bekanntlich unabhängig vom Druck, solange die mittlere 
freie Weglänge !) klein gegen sämtliche in Betracht kommenden 
Dimensionen der zur Messung von } benutzten Apparatur ist. Wenn 
diese Bedingung nicht mehr erfüllt ist, wenn z.B. in der Anordnung 
von Schleiermacher*) die m.f.W. mit dem Drahtradius rp ver- 
gleichbar ist, macht sich eine deutliche Abnahme von A mit sinken- 
dem Druck bemerkbar, die nur von der Natur des Gases und dem 
Verhältnis (4/rp) abhängt, solange 4/Ry (Rw = Radius des Versuchs- 
gefäßes) <1. Die Art dieses Abfalls von A wurde bei verschiedenen 
Gasen eingehend experimentell untersucht; theoretisch kann der Abfall 
unter Berücksichtigung der von den Begrenzungen des Gasraumes vor- 
handenen Temperatursprünge?) in einfacher Weise berechnet werden. 
Jedoch läßt sich diese Berechnung nur auf Gase anwenden, deren 
Molekeln keinen Schwingungsanteil C, der Molwärme besitzen; denn 
die Schwingungsenergie setzt sich nach den Schalldispersions- und 
Absorptionsversuchen mit der Translationsenergie nur sehr langsam ins 
Gleichgewicht®, so daß bei kleinen Gasdrucken der Wärmeaustausch 
durch diesen Effekt, wie folgende Überlegung zeigt, im allgemeinen 
herabgesetzt wird: 

‘Man kann sich den Transport der Energie im Gase derart 
vorstellen, daß die Teilchen von dem warmen Draht aus durch 
das Gas ohne Energieaustausch hindurchdiffundieren und bei ihrer 
Ankunft an der kalten Wand die überschüssige Energie auf einmal 
abgeben. Die Wärmeleitung ist damit auf ein Diffusionsproblem 


- 1) Hierfür sei im folgenden die Abkürzung m. f.W. benutzt. 
2) A.Schleiermacher, Wied. Ann. 34. S. 623. 1888; 36. 8. 346. 1889. 
3) Vgl. z.B. A. Eucken, Lehrb. d. chem. Phys. 2. Aufl. II, 1. 8. 389. 
es 4) Vgl. etwa: A. Eucken u. 8. Aybar, Ztschr. f. phys. Chem. (B) 44 46. 
8. 195. 1940; daselbst Hinweise auf frühere Arbeiten. we Aras 
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zurückgeführt, eine Möglichkeit, die ja wegen der bekannten 
Beziehungen zwischen Viskositätskonstante, Diffusionskonstante 
und A!) auf der Hand liegt. Bei einer genauen Analyse dieser 
Überführung des Wärmeleitproblems in ein Diffusionsproblem hat 
man aber zu beachten, daß die Diffusion in. éine Diffusion der Trans- 
lations-, Rotations- und Schwingungsenergie zerlegt werden muß, weil _ 
ja. die Translationsenergie in einem Gase etwa 2,5 mal so gut weiter- > 
geleitet wird, wie die Rotations- und Schwingungsenergie (Chapman- 
faktor)*). Wenn nun ein guter Austausch zwischen Schwingungs- und 
Translationsenergie besteht, so kann ein Schwingungsquant in kine- 
tische Energie umgewandelt, schneller weiterbefördert und dann 
wieder auf eine Molekel als Schwingungsquant übertragen werden. a 
_ Auf diese Weise ist die Energie dieses Schwingungsquants schneller ar 4 
transportiert worden als es der Fall wire, wenn diese 
_ immer-an die Erscheinungsform der Oszillation gebunden wäre. Es 
wird also in der Tat durch schlechten Energieaustausch zwischen 
Translation und Schwingung, wie er vornehmlich bei kleineren — 
Drucken vorherrscht?), die Wärmeleitung in Gasen herabgesetzt. F; | 
Wenn freilich die Akkommodation der Schwingungsenergie am Draht — a 
im Verhältnis zur Akkommodation der Translations- und Rotations- 
energie relativ gut ist, so kann der Fall eintreten (vgl. auch S.195), 
daß die Wärmeleitung bei kleinen Drucken im Verhältnis besser 45 
ist, als man sie ohne Beachtung des gehemmten Energieaustauschs 
an der Wand erwarten würde, was an den besonderen Verhältnissen 
des Wärmetransportes ‘in unmittelbarer Nähe des Drahtes liegt. 
Man erkennt schon jetzt, daß die Druckabhängigkeit des Wärme- _ 4 
|eitvermégens einen Anhalt für die Akkommodation der Schwingungs- 3 
energie liefert, sofern die Austauschverhältnisse zwischen Trans- 4 
lations- und Schwingungsenergie bekannt sind und umgekehrt. Da 
jedoch die Akkommodationsverhältnisse der Schwingungsenergie m 
_ allgemeinen unbekannt sind, so ist eine Auswertung von Versuchs- _ 
ergebnissen zur Zeit nur bei solchen Gasen möglich, deren Relaxationse _ 
zeiten des Austauschs Translation + Schwingung aus -Ultraschall- 
versuchen bekannt sind. 
i Wir wollen uns in folgendem mit dem Druckabfall der Wärme- 
leitung in Gasen, insbesondere bei schlechtem Energieaustausch 


1) Vgl. z.B. A. Eucken, Lehrb. d. chem. Phys. II, 1. 8. 323 u. 338. 
2) A. Eucken, Lehrb. d. chem. Phys. II, 1. 8. 324. 
3) Bei kleinen Drucken ist die Zeit, in der der Austausch erfolgt, wegen 
der geringen Zahl der in der Zeiteinheit stattfindenden Zusammenstöße relativ 
groß, da als Mittel zur Übertragung eine bestimmte Anzahl von molekularen 
$téBen erforderlich ist. 
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zwischen Translation und Schwingung näher befassen. Dabei wollen 
wir, da es sich hier um relativ kleine Effekte handelt, auch auf 
einige Feinheiten des normalen Druckabfalls der Wärmeleitung in 
Gasen eingehen, die gewöhnlich vernachlässigt werden. Wir be- 
schränken uns hierbei auf die Schleiermachersche Anordnung, 
da diese meist bei der Messung von A benutzt wird und die in 
dieser Arbeit zum Vergleich angegebenen experimentellen Zahlwerte 
_ mit einer derartigen Anordnung erhalten wurden’). 


1. Der Druckabfall bei Gasen ohne Schwingungsenergie a ag YS 


Bei Messungen mit der Schleiermacherschen Anordnung ergibt 
sich die 4 bekanntlich durch aus der 
Beziehung: 


(1) 


(9 = die pro cm Drahtlänge im stationären Zustand re. 

elektrische Wärme) Nimmt man hier 4 als von der Temperatur 

abhängig an, so erhält man: "x 
T(rp) T(rp) 


(la) 


T(Ry 


Wird der Draht bei der Messung nicht zu stark aufgeheizt, so u 
das Integral über 2 durch 4(T,)[T,,)— Tayı) ersetzt werden, 


wo A(T;,) die der Mitteltemperatur zwischen T,,,, und ent- 
ist; indem wir kurz mit 2 


Bei BE Drucken bilden sich am Draht und ı on der Wand 
im Abstand einer m.f.W. Temperatursprünge AT, und AT, aus, 
die größer sind, als man sie gemäß der logarithmischen Temperatur- 
verteilung erwarten würde. Da nun im stationären Zustande der 
Wärmestrom im Innern des Gases gleich dem Strom sein muß, der 


1) Von A. R. Ubbelohde [J. chem. Physics 3. S. 219 (1935), wurde das 
hier vorliegende Problem für den Fali der ebenen Plattenanordnung berechnet. 
Seine Endformeln sind hier nicht anwendbar, und müssen auch noch zur 
Ermittelung der Akkommodationskoeffizienten ergänzt werden. 

2) Bei genauen Relativmessungen ist darauf zu achten, daß die gemessene 
Leitfähigkeit der richtigen Temperatur zugeordnet wird. 


| 
| 
* 
aT 
A2ar 
or 
l 0 *@ 
r 
Ww 
= | =— | gp aT = 
| 


Faktor !/, auf der linken Seite der Gl. (3) durch 0,499 . k zu ersetzen, 


konstante) ist, das bei einatomigen Gasen den Wert 2,5 (Chapman- 
_ Enskogfaktor) und bei zwei und mehratomigen den Wert 1,9 bzw. 1,75 


Schäfer, Rating u. Eucken. Einfluß desgehemmien Austauschs usw. 19° 


die Temperatursprünge überbrückt, so den 

Formeln der kinetischen Gastheorie: er 


L 


(!N = Zahl der Molekeln im cm*; N, = ER EITEE Zahl; 
= mittlere Molekulargeschwindigkeit; C= Molwarme bei konstanten 
Volumen; R = Gaskonstante und ep bzw. aw = Akkommodationskoef- — 
fizient des Gases am Draht bzw. an der äußeren Wand.) 


4 3: 
; die 


Inneres 


(3) 


Wärmeleitfähigkeit des Gases nach der elementaren Gaskinetik, so daB 
die gesamte linke Seite den Wärmefluß im Innern des Gases 


pro 1 cm Höhenschichtung angibt. Auf der rechten Seite ist eek 


die Zahl der Molekeln, die in der Zeiteinheit auf 


1 cm Draht aus dem Innern auftrifft; da wir diesen Molekeln im 
Mittel eine um A T, geringere Temperatur als dem Draht zuschreiben 


müssen, ergibt sich, daß jede einzelne die Energie op —~—~--4Tp _ 


transportiert!" Entsprechendes gilt für die äußere Wand. 

Streng genommen sind in den einzelnen Seiten verschiedene 
IN w-Werte einzusetzen, da die Temperaturen am Draht bzw. n 
der Wand und im Innern des Gases etwas voneinander abweichen. 3 
Bei den im allgemeinen nur mäßigen Überhitzungen des Drahtes —__ 
spielt dieser Unterschied keine Rolle zumal rp und die w-Werté __ 
nicht sehr genau bekannt sind; im Falle der unten angeführten oe ‘3 
Messungen betrug die Differenz-der !Nw-Werte noch keine 3°/,, = 
während « nur auf höchstens 1°/, als bekannt angesehen werden — A 
kann. 


Im Rahmen der exakten gaskinetischen Rechnungen ist der 


wo k das Verhältnis a (M = Molekulargewicht, = Viskositäts- 


g » das der Tatsache Rechnung trägt, daß die Br 


schnelleren Molekeln mehr Energie transportieren, vgl. A. Eucken, Lehrbuch a ie 
d. chem. Physik II. 1 8. 381. 


1) Wegen des Gliedes R 


or 
7 . = = =, 
= 
Jier ist auf der linken Seite der Ausdruck J 
ie 
3 
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besitzt, je nachdem die Molekel gestreckt oder gewinkelt ist), Die 
Schwingungsenergie ist dabei als verschwindend gering angenommen. 

Für den Temperatursprung AT, erhalten wir bei eee 
dieser letzten Korrektionen ?) 


AT, = — 20084 4 


R Fr 
2 
den Wert von AT, erhält man, wenn man hier für «pr» die 
Werte ay Ry einsetzt; da ATy bei den normalen Anordnungen sehr 
viel kleiner als AT, ausfällt, so kann man vielfach AT, überhaupt 
vernachlässigen. 

Zwischen zwei Stellen r4,p und R,», die in der Entfernung von 
etwa einer m.f.W. vom Draht bzw. der Wand im Innern des Gases 
gelegen sind, findet nun ein Temperaturabfall von Tp — AT, auf 


(c, + 


Tw+ ATyw statt, wenn wir jetzt Tp und Tw einfach statt 7,.,, 
und Te, schreiben. Es bleibt jetzt noch die Bestimmung von Be: 
r Der konstante Wärmestrom 'Q ergibt sich gemäß GI. (3) 
bzw. (1) zu TE 
oT 

wenn wir jetzt die ersten rm aktoren in (3) mit A., der Warmeleitang 3 
bei relativ hohem Druck bezeichnen. Daraus folgt: Vasen. 4 4 
(6) T inneres = — a. fa 3 dr + const |. Pile 3 

oo 


Die Temperaturdifferenz T, Ta,m an den oben erwähnten 


rap) ~ 


Stellen ergibt sich damit zu: 
Raw 1 1g R 
Aw 
A i 
TAD ; 
Far den konstanten Wert, , der nach GI. (5) mit — 4 t 
identifiziert werden muß, pe sich nach (7) 
(8) "ran Thaw 
Or Inneres Rıw } 
n 
TAD 
1) Vgl. Eucken, Lehrbuch II, 1. S. 324. ( 


2) Die Schreibweise A/A wird hier im Hinblick auf eine spätere Verall- 
gemeinerung benutzt. 


| 
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Beachten wir, daß T,, — T,, ,= AT» und entsprechend für Saw 
gesetzt werden muß, so ergibt sich aus (8), wenn noch für AT die 
Werte gemäß Gl. (4) eingesetzt Seren 


1 A 
(Tp- Ty) + (+3) 


(93) 


Man erhält ı somit schließlich: 


T,- Tr 

(10) m , ı 
n 

TaD R Oy By | 


Bestimmt man nun die Wärmeleitung aus (2), so findet man 


wegen (10) für das Verhältnis der beim Drucke p gemessenen Wärme- 


leitfähigkeit A, ZU he 


in 2” 
11 A, rp 
(11) 1 T 
oo a AW v + 
"ap C+ = twRy 


Es besteht nun noch die Aufgabe, die GréBe von r4p und R, wzu be- 
stimmen. Wenn die Molekeln von einer ebenen Wand nach einer Seite in 
den begrenzenden Gasraum fliegen, so gelangen sie bei einer m.f. W. 4, 
da sie ja nicht sämtlich senkrecht zur Wand wegfliegen, durchschnitt- 
lich nur in einem Abstand 4/3 von-der ebenen Wand. Beim Abfliegen 
von einer zylindrischen Oberfläche läßt sich dies Ergebnis jedoch 
nur übernehmen, wenn die m.f.W. klein gegen den Zylinderradius 
ist; andernfalls ist der Ausdruck 4/3 durch einen größeren noch 
von A/r abhängigen Ausdruck zu ersetzen; denn die Teilchen, die z.B. 
tangential von der Zylinderfläche wegfliegen, gelangen in einen end- 
lichen Abstand von der Zylinderoberfläche, da die Oberfläche ja in 
dieser Richtung zurückweicht. 

Im Anhang wird gezeigt werden, daß man mit weitgehender 
kung für diese Abstände die Werte 


1/A 
+ DI (=) + 0,125 


= 
in 
0,27 
A 


= 


ee Annalen der Physik. 5. Folge. 
[GL des bzw. 


der Teilchen von der inneren Drahtwand bzw. der äußeren Wand 
betrachtet, 

Setzt man nun für r4p und R,w einfach die Werte rp+ dp 
‘ = und Ry- dw ein, so befindet man sich noch nicht in Überein- 
. i stimmung mit dem Experiment. Ein Grund hierfür liegt darin, 
daß bei der Wärmeleitung mit einer vergrößerten freien Weglänge 
rechnen ist. 
a Wegen der Persistenz der Molekulargeschwindigkeiten?) ist die 
> = freie Weglänge bereits bei den Problemen der Diffusion um einen 
Faktor der Größe 1,7 zu vergrößern. Eine weitere Erhöhung ergibt 
ss R sich aber auf Grund der Tatsache, daß die Weiterleitung der kinetischen 
ore for Energie in der Raumrichtung des StoBes einer schnellen Partikel 
auf eine langsamere durch das Mitreißen der langsameren Partikel 
*y begünstigt wird; denn es bewegen sich nach dem StoBe beide Teilchen 
EN = dann im wesentlichen in der Richtung des schnelleren Teilchens. 
Kg wird dadurch offenbar gerade bewirkt, daß die schnellen Partikel 
mit einer Geschwindigkeitskomponente in Richtung des Temperatur- 
i  ‚gefälles im stationären Zustande zahlreicher sind als die Partikeln 
"ait entgegengesetzter Komponente, ein Ergebnis, das die exakten 
_ gaskinetischen Berechnungen bestätigen®, Da der Transport der 


Band 42. 1942 


TER 


Er schnellen Molekeln von der Seite der- wärmeren Teile eines Gases i 
durch eine Fläche für die Wärmeleitung ausschlaggebend ist, stellt 
4 


man also fest, daß die durch die Fläche hindurchfliegenden Teilchen 
_ @ine Temperaturverteilung haben, wie sie einer Gasschicht in einer 
ER größeren Entfernung als 4/3 von der Fläche zukommt. Analog ver- 
hält es sich mit den Partikeln, die aus den kälteren Teilen des Gases 

_ kommen; diese besitzen im Durchschnitt eine um soviel geringere 
Energie wie sie ebenfalls dem Gase in einem größeren Abstande 
von der Fläche zukommt. Weil nun die Warmeleitung gegenüber 
% ie einfachen gaskinetischen Formel (3) um den bereits erwähnten 
Faktor f’ = 499 k: 0,333 zu vergrößern ist, liegt es nahe diesen Faktor 
auch als das Vergrößerungsverhältnis anzusehen. Jedoch ist zu 
beachten, daß bei normaler Maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung 
bereits die schnelleren Molekeln mehr Energie transportieren als die 
langsameren, so daß bereits im extrem verdünnten Gase, in dem 


1) A. Eucken, Lehrbuch II, 1. 8. 326. Ki 
2) A. Eucken, Lehrbuch II, 1. 8. 205. 


\ 
2 
», 
Sn 
2 
Bir 
- 
- 
. 
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die Größe der m.f.W. keine Rolle mehr spielt, der Warmetransport — 
R 


C, 
vergrößert Wir werden darum 


um Faktor 


(13) 


3 


~ 


rechnen. 
Im Falle eines relativ kleinen Wertes von Ajrp dürfen wir aver 


nicht einfach rp — = an Stelle von T4p in GL (11) benutzen; es ist 
vielmehr ein größerer Abzug von r, in Rechnung zu setzen, was in ea 
folgendem seinen Grund hat: die Wärmeleitung durch eine Fläche 
besteht aus zwei Strömen, in dem Strom der im Mittel kälteren 
Teilchen aus den kälteren Nachbarschichten und dem Strom der 
wärmeren Teilchen aus den wärmeren Nachbarschichten. Beide 
Ströme zusammen ergeben den gesamten Wärmestrom. Der Aus- _ 
tausch mit den Molekeln der gerade betrachteten Molekülschicht a 
bedingt für beide Ströme einen Wärmefluß in Richtung des Temperatur- Eu 
gefälles. Der Grund für den Temperatursprung ist nun der, daß res 
an der Wand, die z. B. von dem geheizten Draht repräsentiert wird, 
der eine Wärmestrom ausfällt, denn jenseits der Wand befinden sich __ 
_ keine Molekeln mehr, die den Wärmestrom von der wärmeren Seite % 
ausmachen konnten; infolgedessen muß jetzt der von der kälteren ag 
Seite kommende Strom den doppelten Wärmetransport besorgen wie 3 
im Innern des Gases; der Temperaturgradient muß also am Draht : he 
stark zunehmen. 


Im Mittel muß er am Draht den doppelten Betrag besitzen. 


Allerdings wird (- =) in dem Intervall zwischen rp und rp+ dy 


von relativ hohen Werten auf normale Werte absinken, denn in diesem 
Intervall erhält ja mit wachsendem Abstand vom Draht der Wirme- - 
strom von der Drahtseite her wiedergrößere Werte. DieshatfirdieBe- _ 
rechnung des mittleren Temperatursturzes der vom Draht abfliegenden 
Molekeln eine Folge. Bei einem konstanten Temperaturgradienen 


würde der Temperatursprung — dp- (3 betragen, jedoeh sr 


Or } Drant 
stoßen jetzt die schräg abfliegenden Teilchen in tiefere Temperatur- _ 

gebiete vor als bei konstanten Temperaturgradienten, da ja in der 
Nähe des Drahtes ein besonders steiler Temperatursturz einsetzt. 
Die Teilchen, die den Draht treffen, verhalten sich demnach 0, & En 
als kämen sie im Mittel aus einer größeren Entfernung als Au]. ar 


1) Wegen dieses Faktors gl. Fußnote 1, 8. 179. 
2 


¢ 
ER 
RR mit einer vergr 
34 
Aw= A 
| 
4g = 
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Um diese Entfernung noch näher festzulegen, gehen wir in 
folgender Weise vor: Wir ersetzen den starken Temperaturabfall in 
dem Intervall zwischen rp und rp + A» durch einen noch stärkeren 
konstanten Abfall in der unmittelbaren Nähe vom Draht und dann 


durch einen Abfall, der dem von (FF mm entspricht, so daß. in 


großer Entfernung die Temperaturen (asymptotisch) einander gleich 


Abb. 1. Temperaturverlauf in der Nähe des Drahtes. 
Gebrochener Kurvenzug = fiktiver Temperaturverlauf. 
Stark ausgezogene Kurve = wahrer Temperaturverlauf 


an d 
Stelle r, von der Seite des Drahtes her bedeutet. Dieser Differential- 
quotient ergibt sich dabei nur im Falle «= 1 zu 


anderntalls ist an Stelle der Drahttemperatur T, eine um (1—«)) AT» 
verringerte Temperatur einzusetzen. Der andere Wärmestrom, der 


werden. Da praktisch sämtliche Molekeln, die vom Draht ausgehen BR 
die Stelle r = r, (Abb. 1) durchfliegen, so wird durch diese Stelle von 5 
der Seite des Drahtes her die Energie 2 
N R\, x 


_ (6.45 Ay IND (5 


Die Gleichsetzung der beiden Ströme liefert: 


Or 


Bezeichnen wir jetzt mit y die Größe, die wir-an Stelle des yas En; 
einzusetzen haben, so erhalten wir für den Temperatursprung den a 


t-rp 


[T (2) T (r)]dr = &p°* AT). 


Wenn man beachtet, daß rp =r, gesetzt werden soll, so erhält man 
bei der Integration, falls [T (x) — T{r)] in eine Reihe entwickelt wird: 

Dabei ist T(x) die n-te Ableitung an der Stelle z, die ins Innere 

des Gases weist. Setzen wir nunmehr aus (14a) T,'(r,— rp) in (15) 
ein, so entsteht: 


oT 
ap AT). 
rp+r 


Weil wir (r, rp) für den in Abb. 1 gezeichneten fiktiven Temperatur- — AS 
verlauf annahmen, so folgt bei relativ geringer m.f. W. bei 
von (4) und (13): 


(17) (p+ 7) 2 


Die Stelle, an der die Temperatur demnach um den Betrag de 
gr geringer ist als die rn liegt in der 
Entfernung 2 Aw gegenüber dem Werte + Am denman bigra- 
linigem Temperaturabfall erhalten würde. : 

Bei größeren Werten von Ay rechnen wir dann mit einem ver- 

_. größerten 4y-Wert wie er sich aus Gl. (12) mit 4 an Stelle von 4 

ergibt. » 


1) Man beachte, daß |.e 7 dr die Wahrscheinlichkeit dafür ist, 


daß ein Teilchen vom Draht bis in die Entfernung zwischen r und r +dr vorstößt. 
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n oben entwickelten 
(14a) 1 (rg — Tp) A \or 
Ausdruck *): 
o 
var, 
a 
2 m 
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Die Tatsache, daß die m.f.W. für die nach außen von einer 
Kreisperipherie wegfliegenden Teilchen verschieden ist von derjenigen, 
die für die nach innen fliegenden Teilchen zu verwenden ist, hat 
noch eine andere Konsequenz. Im Innern des Gases gilt für die 
Wärmeströmung, die von den einzelnen Seiten durch die Peripherie 
eines Kreises gelangen: 


Q, 


18) 


Q. Ay_@ »(C, + 


wo Aw; bzw. Aw- die m.f.W. nach den beiden verschiedenen Seiten 


sind. Weiterhin kann man für = Aw: = einsetzen 


und einen entsprechenden Ausdruck fiir eet i -- Diese Tem- 


peraturdifferenzen in den Entfernungen =: Ay von der Peripherie 


des Kreises sind maßgebend für die Wärmeleitung, da die Teilchen, 
wie wir oben sahen, sich so verhalten als kämen sie aus der Ent- 


fernung + Aw- Im Falle, daß 4» mit r vergleichbar ist, muß man 
beachten, das an Stelle von OT /ör die FEED ein- 
zuführen sind, die sich dann von (3 
für diese wie in Gl. (15) 
4T 


ER 


Da näherungsweise at = an so-kénnen wir fir 


ar 


Ä 
| 
— T(r) 
Aw,\* 
— — Au- = — — |] — 
3 Ar 3 or 3 Or! 
3 or’ 
2 
= 
— = — — — und = — — 
. - 
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setzen. Damit erhalten wir fiir die einzelnen =e 


entwickeln und die kon- 


 stanten Faktoren — Aw (c, + +)in eine gemeinsame Kon- 
ar 
19 = — Const [2 — 2,16 
Es ist also der Warmestrom, bei gleichen Werten von aT Jar it im 
Verhältnis 1 — 1,08 (<=) geringer, wenn Ay mit r vergleichbar ist. pa 
Ay\? 
Diese Beziehung gilt natürlich nur, solange (=) 


A 
mäßigen Grenzen hält; für größere Werte von (= 
höhere Glieder berücksichtigt werden. oF 
Der durch Gl. (19) wiedergegebene Sachverhalt läßt sich such Ss 
dadurch ausdrücken, daß man dem Gase an der Stelle r eine im 
Verhältnis 1 — 1,08 (=) verkürzte m.f.W. zuschreibt. DerKinfluaB 
dieser Verkürzung der m.f.W. auf die Wärmeleitfähigkeit ergibt 
sich nunmehr unmittelbar aus Gl. (5), indem man dort für 4/4 den 
A 
Wert 1 — 1,08 (==) einsetzt. . Das Integral in (7) erhält dann 
die 


Rıw 


TaD TaD Raw 


_ In den GL (9), ( x und (11) ist dann nur an Stelle des Logarithmus — 


~ 

sofern wir nur bis zu Glıedern 
1 
ar» [ (~+108<*) a, 
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im Nenner der Ausdruck (20) einzusetzen. Man erhält somit end- 
gültig für das Verhältnis der 
R FE 


In — 


Tp 


A A 
( + 0,0938 


Tap +a 2 „lı+ > i; 
(21a) und Ps +012 
2 3 Ay’ 12 /Ay 


In Tab. 1 finden wir eine Berechnung der Wärmeleitfähigkeit des 
Argons in Abhängigkeit vom Druck gemäß GI. (21) für die Gefäß- 
dimensionen frp = 2,08.10”? cm und R = 0,294 cm im Vergleich 
zu experimentell gefundenen Werten der Wärmeleitfähigkeit, die 
mit einer den angegebenen Dimensionen entsprechenden Apparatur 
beobachtet worden waren. Für wp ist dabei der für die Akkommo- 
dation von Argon an Platin maßgebende Wert 0,92") und für das Ver- 
hältnis von Wärmeleitfähigkeit und Viskosität mal spezifischer Wärme 
der Wert ka, = = = 2,49°) benutzt worden. Die Übereinstimmung 
Tabelle 1 
Wärmeleitfähigkeit des Argons bei verschiedenen Drucken 


nach Gl. (21) bei 3,5°C im Vergleich zu beobachteten Werten. 
(deo = 0,392, -10—* eal/grad cm see) 


200k AC, 
rp TAD -( Ay | 1 1 ber. | beob. 
0,000 0,016 0,392 | 0,392 
0,027 0,398 0,374 | 0,373 
0,150 1,343 0,330 | 0,328 
0,239 2,168 0,297 | 0,296 
0,377 4,100 0,237 | 0,236 
0,448 5,750 0,201 | 0,199 
0,605 15,18 0,106 | 0,106 
0,70 - 49,78 0,038 | 0,046 


+ 
Tap] (c,+ 3) 


) A. Eucken u. H. Krome, Ztschr. phys. Chem. (B) 45. 8. 175. 1940. 
2) A. Eucken, Forschung auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 11, 1. 


2% 
in +05 
TaD 
‘2 
wo 
° 
| 
a 
# 
* 
oR 
| 


kann (durch eine etwas andere Wahl von a lieBen sich z. B. die en: 2 
Differenzen, die fast durchweg von gleichen Vorzeichen sind, noch 
merklich verringern; weil es sich jedoch um Differenzen um wenige 
Promille handelt erscheint eine derartige Verbesserung belanglos). 2 ee 3 
Die einzige größere Differenz bei dem kleinsten Druck ist nicht von _ 
Bedeutung, falls man beachtet, daß die Druckmessung nur um wenige 

‘yoo mm fehlerhaft zu sein braucht, um diese Diskrepanz zu erklären, 
zumal bei dem fraglichen Druck 2, bereits annähernd zu p pro- 
portional ist. 


2. Der Druckabfall in Gasen mit Schwingungsenergie wi 


Die oben ausgeführte Berechnung des Druckabfalls von A ist im 
Falle von Gasen, deren Molekeln Schwingungsenergie besitzen, wegen 
des beschränkten Austauschs zwischen Translations- und Schwingungs- __ 
energie wie folgt zu modifizieren: Es läßt sich an jeder Stelle des 
Gebiets zwischen Draht und Wand sowohl eine Temperatur T, der __ 
inneren Schwingungen festlegen, die den jeweiligen ee 
der Schwingungsenergie beschreibt, als auch eine entsprechende 
äußere Temperatur T, für den Translations- und Rotationszustand. > 
Die Temperaturen sind im allgemeinen voneinander verschieden; es 
besteht im Gase jedoch die Tendenz zu einem Temperaturausgieich, ca 
der nach den Ergebnissen der Dispersionsmessungen von Ultraschall 
in Gasen!) durch die 


(22) - - ; 
mit einer beschrieben werden kann, wenn der 
Zufluß an innerer Energie nur von der äußeren Energie her bezogen > : 
werden kann. In einem Gase, in dem ein Temperaturgefälle von , __ 
herrscht, kann jedoch durch eine Diffusionsbewegung der in bezug 
auf die innere Energie „heißeren“ Molekeln eine zusätzliche zeitliche — 
Änderung von T, bewirkt werden. Bezeichnen wir die mit dieser 
Diffusion verbundene partielle Wärmeleitfähigkeit mit 2,, so beträgt 
die hierdurch allein bewirkte Temperaturänderung von T,*) 
(23) 


(C, = Schwingungswärme pro vind V = Molvolumen). 


1) Vgl. z.B. K. Schäfer, Ztsch. phys. Chem. (B) 46. S. 212. 1940. 
2) 4,V/C, ist die sogenan 


= 
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ia ist so gut, wie man sie in Anbetracht des Umstandes, daß es sich um = 
x 


3 
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Die gesamte zeitliche Änderung der Temperatur wird durch die 
Summen der Ausdrücke (22) und (23) geliefert. Im stationären Zu- 
0 gtande gilt mithin, wenn wir noch den Potentialausdruck A auf : 
_ Polarkoordinaten transformieren und beachten, daß T, nicht vom t 


Winkel abhängt’). 3 
1 8 OT bas 


‘ Im stationären Zustand muß nun im Innern der gesamte Wärme- E 
strom konstant sein. Bezeichnet man mit A, die partielle Wärme- 
fähigkeit der äußeren Freiheitsgrade, so “erhält man für den = 
Wärmestrom 


oT, oT; 
2 (26) | or 2nd, ( or 
Hieraus und aus (24) entnehmen wir, daß 
2 h . OT, & OF, 
Mithin folgt far (T_— T,) die Gleichung 
1 8 a7,-T) 1 
(27) 
Für — T, entnehmen wir jetzt hei konstanten & 
dy i, a4 A 
(st) - | 
Mit der ‘Substitution int = 2, wo „ eine Abkürzung fir 


z it, erhält man aus (27a) die EUER. 


is 


deren allgemeine Lösungen durch 
(29) T,-T,=y= A-Jd, (tyr) + B-N,(iyn) 


geliefert werden, wo J, bzw. N, die Besselsche bzw. Neumann- 
sche Funktion nullter Ordnung und‘ A sowie B vorerst willkürliche 


1) Gl. (24) ist so geschrieben, daß sie auch für ein mit r veränderliches A 
beibehalten werden kann. 


1 
7 
Pit 
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Konstanten sind. Da für große r-Werte die Differenz T, — T, all- 
mählich verschwinden muß und für J, und N, die asymptotischen 
Beziehungen gelten: 


so gilt A =— B.i, mithin erhalten wir: ER Sy zs, 
Lie 
(30) T,— T,=— B«i[J, nr) +iN, =— - B-i-H Gar), 


wenn wir die Definition der ersten Hankelschen Funktion H,” 
beachten. 

Da (i717) reell ist, erhält man also mit reellen B-Werten, 
reelle Differenzen as T,und T, Durch Integration von G1.(26) 
erhalten wir für die Differenz T,— T, die zweite Besiibang. 


® Der Wert der hier auftretenden Konstanten möge durch Normierung 
; der Temperatur festgelegt werden, indem wir an Stelle der absoluten 
Temperatur eine derartige Tempersturskala # einführen, daß 9, BIER 
der Stelle R,w, an der der Temperatursprung einsetzt, verschwindet. Hi 

Da an dieser Stelle praktisch auch (JT, — T,) = (9, — ) verschwindet, 


zit 
ae 


äußeren Rande wegen des Temperatursprungs kleine, aber schon 
Beträge besitzt; da dann 9,— 9; am Rande wieder gegenüber dem Innern ein 
| wenig zunimmt, so muß man für 9,— 9, den Ansatz a 


(33) %—-%=- B-iH,” (inr) + CJ, (inn), 


verwenden, wo jetzt das Verhältnis von C zu B so abzustimmen ist, daß die r 
Werte von (9, — #,) an den Stellen R,y und r,, in einem vorgegebenen 


Verhältnis stehen, welches bei gleichen Akkommodationsverhältnissen am Draht 


und an der Wand den Wert — x besitzt (das Minuezeichen hat seinen Grund er 

w 
darin, daß der Betrag des Temperatursprunges bezüglich der Schwingung- 
energie dann in einem konstanten Verhältnis zu dem bezüglich der Translations- —__ 
energie stehen muß und infolgedessen der Temperatursprung von 9 dem ral 
Betrage nach an den Rändern größer als der Temperatursprung von 9, ist, so 
daß am Draht 9,— 9;> 0 und an der Wand 9, — 9: < 0). 


. 
| 
| | 


„B-iH,® (inn 
he 


Raw 


07 = 


und 


19 
- 4,B-iH,® (inr) - Se In 
_ Die Bestimmung der bislang unbekannten Größe B durch die Rand- Bi. 
bedingungen geschieht nun in folgender Weise. Be 
Be Die Energie, die an der Stelle r,n durch die Schwingungeenergiee __ 
_ nach Innen befördert wird, beträgt: : 


Riw 


10, 89, 


Setzen wir hier (34) ein, so erhalten wir wegen: 


= H, baw. = 1H, (in 


‘Qn 
ed Dieser ES aes muß nun äquivalent sein dem Strom, der 
-- von dem Draht direkt ausgeht plus der Wärme, die in der Zeiteinheit 
in dem Zwischengebiet zwischen Draht und r;» erzeugt wird. Wenn 
der Temperatursprung zwischen Drahttemperatur und T, in der Ent- 


fernung mit AT;» bezeichnet wird, so wird vom Draht her die 


Schwingungsenergie 
L 


. transportiert, wenn wir mit ap den für die innere Temperatur 


maBgebenden Akkommodationskoeffizienten bezeichnen. In dem 


Raum zwischen Draht und r=r4n von der Größe 
befinden sich 'N a(r,» >) Molekeln, deren Temperatur T, in der 
Zeiteinheit gemäß Gl. (22) so sie die 


aus der RR WORTEN beziehen, wo T, — T, einen Mittelwert der 
 Temperaturdifferenz bedeutet. Da die Relaxationszeiten ß etwa 
760/p - 10”* sec (p in mm Hg) betragen, so erkennt man leicht, daß 
'(89), zumal (T,— T;) < AT,» ist, gegenüber (38) nicht ins Gewicht 
oe fällt, wenn nicht ap außerordentlich klein ist. Es gentigi darum 
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vorerst, nur den sich aus (38) ergebenden Wärmestrom mit dem 
nach (37) zu vergleichen: >= 


10, Ay 


(40) 
In analoger Weise finden wir fir : 
en i "BA," @nran)t 2n (hy + dy) 
(40a) 


R 
ıN (c. + 3) 
Wegen AT, = ATan + (Ta— T),,p = 4T av — B-tH,” (in 4p) sind 
das zwei lineare Gleichungen fiir die ‚beiden unbekannten AT,» und B. 
Mit den Abkürzungen 


br A; . IN r 
(41) E= und F=—-% 
erhält man für B und AT,» die Werte Fa 


R 


iD 
(42) AT.p= (EB+ ): F 


Bei vorgegebenen ’Ö berechnet man so B und 4T,p. Aus 
Gl. (34) kann man dann auch den Wert von 9, an den Be- 
grenzungen r4p und R,w bestimmen, woraus sich gemäß: 


1+ ATan 


die Temperaturdifferenz zwischen Draht und Wand als Funktion 
von 1 ergibt, wenn man noch beachtet, daß der Temperatursprung 
au der äußeren Wand sich zu dem am Draht etwa wie rp: Ry 
verhält, wenn die Akkommodationsverhältnisse sich an diesen Be- 
grenzungen nicht zu stark voneinander unterscheiden. Die Wärme- 
leitfähigkeit entnimmt man dann Ru Gl. (2) zu 


In 
5 rn 
(44) — Tw)’ 


Annalen der 6. 42. 


(43) Tp Tw = (14 p) (Ry w) t+ 


Er. 


: ur 1) A. Eucken, vgl. Anm. 2, S. 188. 
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da io =4,+4,, so ist damit auch der Wert von A,/i. bestimmt. 
Zur numerischen Auswertung der Gleichungen benötigen wir noch 
eine Kenntnis von A, und A,. Wir setzen 


1 1N R 1 1N 


1,5 ka Cis 


(45) 
| mit Aw = 4: und 4,; = 1,5 4 


Coat 2 
gemäß Gl. (13); k, ist dabei gleich 1,75 bzw. 1,90 je nachdem die : 
Molekel gewinkelt oder gestreckt ist. Der Wert von r4p ergibt sich 
ebenso wie früher. Demnach hat man eigentlich mit zwei Werten 
zu rechnen, nämlich dem einen für die äußere Energie 


(46) Tap (@)=1p+ 3 4wa 


und einem für dıe iunere Energie 


(46a) rapt) = tp + Am. 


Bei größeren Werten des Verhältnisses Ay/r» hat man dann ebenso 
wie in (21a) mit vergrößerten Werten von Ay zu rechnen. Damit 
ändern sich dann auch die Koeffizienten H,‘” der Gl. (40) gegen-. 
über (40a). Auch für AT;»: ist dann nicht der einfache An- 
satz AT,o+ (T.— T),4p verwendbar, jedoch kann man diese Fein- 
heiten beim Rechnen in höheren Näherungen berücksichtigen, zu- 
nächst genügen die angegebenen Formeln. Wir werden dann mit 
einem Mittelwert von 4p operieren, den wir gemäß RI 


(47) 


ermitteln, mit dem dann 

2 
gilt. Hierbei ist k wieder das Verhältnis AM/C,n für das nach 
gesetzt werden kann. 

Die früher berücksichtigte Abhängigkeit der m.f. W. vom Radius, 
die in Gl. (21) zu dem quadratischen Korrektionsglied führte, wollen 
wir hier nicht explizite berücksichtigen; wir tragen diesem Effekt 
Rechnung, indem wir nach Gl. (11) das Verhältnis 4,/4.. auch für 
den hier behandelten Typ von Gasen ermitteln und ein zweites Mal 


4 
= 
wir 
ne 
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in (11) das quadratische Korrektionsglied nach Gl. (21) mit dem eben 
angegebenen mittleren 4y-Wert einführen; die dadurch bedingte 
Korrektion von 4,/4.. übertragen wir dann direkt auf den Wert 
von A,'’Aoo, wie er sich nach dem eben entwickelten Berechnungs- 
verfahren ergibt und der sich bei kleinen Drucken nur um wenige 
Prozente von dem nach (11) berechneten unterscheidet. Fa 

Außerdem ist in Gl. (28) in dem Ausdruck C,/4,8V ein ge Ope 
eigneter Mittelwert fiir 4, zu verwenden, jedoch fällt bei den ae 
Tab. 2 in Betracht kommenden Drucken die genaue Wahl dieses 
Mittelwertes kaum ins Gewicht, so daß von seiner strengen Ermitt- a, 
lung hier abgesehen werden kann. Bi: 

Die neue Berechnungsmethode verlangt auch eine Kenntnis des os os 
Akkommodationskoeffizienten a, für die Schwingungsenergie- allein; 
man kennt aber aus anderen Experimenten nur den mittleren — = 


Akkommodationskoeffizienten 


R 
Cy + 
Das neue Berechnungsverfahren von liefert darum 
eine Methode, um a, aus gemessenen Werten des Verhältnisses} place 
zu bestimmen. 

Man erkennt übrigens, daß der Zähler von Gl. (42) durch die Er 
Wahl von @, sehr empfindlich beeinflußt wird, z. B. wird der Klammer- : 
ausdruck im Zähler von (42) bei größeren a-Werten negativ, d. h. a 
wird positiv, damit wird nach (30) T, < T, und die durch die g- 
hemmte Einstellung zwischen Translation und Schwingung bedingte xt 
Änderung von A | Ase gegenüber den nach Gl. (11) zu erwartenden a 
Werten kehrt ihr Vorzeichen um. Diesen Sachverhalt wird man 
vornehmlich bei solchen Gasen finden, die gut adsorbiert werden, so 
daß die Zeit, die die Molekeln am Draht haften zur hinreichenden 
Akkommodation der Schwingung ausreicht, also z.B. bei organischen _ 
Dämpfen. Bei diesen Stoffen beobachtet man freilich eine relativ 
starke Veränderung von A, mit dem Druck, die aber, wie kürzlich 
gezeigt werden konnte), in der d. h. also der Realität 
des Gases, ihren Grund hat. 

In Tab. 2 sind ebenfalls für 3,5°C die Werte zusammengestellt, 
die sich im Falle des CO, ergeben. Die Apparatdimensionen sind 
dabei ebenso gewählt wie in Tab. 1 und es werden folgende Werte >>. 


ER 


at 


DK. Schafer u. O. R. Fos Gazulla, Ztschr. phys. Chem. Rn 
1942 (im Druck). 
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zugrunde gelegt: A. = 0,3495 - 10~* (cal/grademsec) k = 1,67'); 


= 5,8 - 10-°. sec?); also 


4, = 0,0533-10-* und A,= 0,2962-10-* cal/grademsec 
wegen C,= 1,697 cal. Dann mußte a;, = 0,13 und &,n = 1,00 ge- 
wählt werden, um eine Übereinstimmung mit den in einer Apparatur 
der angegebenen Größe ermittelten 4-Werten zu erzielen (letzte Spalte). 
Wie betont, ist das Resultat der Berechnung gegenüber der Wahl 
von «;p ziemlich empfindlich, so daß kein wesentlich anderer Wert 
für «p> in Betracht kommt. Zufvige Gl. (49) ergibt sich dann für 
den mittleren Akkommodationskoeffizienten der Kohlensäure & = 0,81 
ein Wert, der mit den üblichen Bestimmungen von erte 
zwischen 0, 0,81 und 0,84 liefern, übereinstimmt. 


Tabelle 2 


Wärmeleitfähigkeit von CO, bei verschiedenen Drucken nach Gl. (44), (42) und (34) 
im Vergleich zu beobachteten Werten (4, = 0,3495-10~* cal/grad cm sec) 


| 
| —— 
-— - 
sas [eal > | E IR | 2 
646.6 | 0,00221| 1,416 | 3,19 | 0,022 | 1,417 | 0,002 | 0,000 | 0,349| 0,39 
30,20 | 0,0474 | 1.397 | 0,98 | 1,295 | 1,416 | 0,044 | 0.005 [0,339| 0,339 
7,72| 0,1855 | 1,838 | 1,79 | 2,025 | 1,394 | 0,178 | 0051 [0,311 0,310 
4,21| 0,340 | 1.282 | 2.28 | 2275 | 1.362 | 0,333 0,116 |0.286| 0,285 
2,99 0,479 | 1,238,| 2,58 | 2,354 | 1,3 


‚332 | 0471 | 0,170 | 0,266| 0,266 3 


Der Anteil des Abfalls von A,, der auf dem unvollständigen 
Energieaustausch zwischen Translation und Schwingung beruht, ‚läßt 
sich aus Tab. 2 direkt entnehmen, wenn man die Differenz von 


2 1 R 
3, und —In—*” 


bildet und diese mit =~ AT. p vergleich. Da AT, den normalen a 


Abfall — wie oben im Falle des Argons — kennzeichnet, ersieht 
man daraus den gegenseitigen Anteil der beiden Einflüsse auf den a 


1) A. Eucken, vgl. Anm. 2, S. 188. 
2) Vgl. K.'F.Buschmann u. K.Schifer, Ztschr. phys. Chem. (B) 50. 
8. 73. 1941. 
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gesamten Druckabfall. Z. B. macht der die gehemmte Energie- 
-übertragung kennzeichnende Anteil bei 4,2 Torr etwa !/, des ganzen 
Abfalls aus. 

Von S. Weber’) wurde kürzlich der Vorschlag gemacht, im ee 
Falle von Gasen mit Schwingungsenergie ebenfalls Gl. (11) — freilich _ 
ohne das quadratische Glied — zu verwenden, wobei man aber fürk 
durchweg den Wert 2,5 wie bei einatomigen Gasen einzusetzen hat. a 
Im Falle des CO, gelingt dann eine Wiedergabe des Verlaufs 
von A,, weil ein größered k ebenso wie ein negatives B einen stärkeren — 
Druckabfall bewirkt. Da jedoch auch positive B-Werte denkbar 
sind, bei denen der zusätzliche Anteil des Abfalls ein anderes Vor- ey 
zeichen besitzt, so ist die richtige Darstellung im Falle des CO, 
mehr zufalliger Natur. Z. B. zeigt | den gleichen Abfall wie ise, ae 


was nach a (42) besagt, daß hier (Cut 7, Bilt Eine A 
ip wad 


Darstellung mit k = 2,5 gelingt darum in diesem ai nicht mehr®,. _ 
Eine genaue Auswertung nach den oben abgeleiteten Beziehungen 
ist hier nicht möglich, da der #-Wert des CS, unbekannt ist. 
Das N,O zeigt dagegen einen ‚zusätzlichen Abfall von 4, mit 
sinkendem Drack, der jedoch wesentlich geringer ist, ais der des CO,. 


Eine Überschlagsrechnung zeigt, daß beim N,O a; p = + gesetzt werden = 


muß, um eine Übereinstimmung zu erzielen, da der kleinere #-Wert _ 
des N,O bereits darauf hinweist, daß die Molekel leichter Schwingungs- _ 
energie aus der Translation aufnimmt, so ist es durchaus plausibel, 
wenn die Schwingung aueh bei der Adsorption an einer festen 
Wand besser akkommodiert als die Kohlensäure. : Bi 
Bekanntlich wird die Relaxationszeit von CO, durch kleine Zu- 
sitze von Wasserdampf erheblich herabgesetzt?) Dieser EinfluB 
von H,O-Zusätzen müßte sich auch auf den Abfall von A, aus- Bee: “ 
wirken. Nun ist aber die Wärmeleitung einer Gasmischung im Abfall- —_— 
gebiet nur recht umständlich genau zu erfassen, da die m.f£.W.der _ 
einzelnen Komponenten in der Mischung wesentlich gegenüber dr 
jenigen der reinen Komponenten geändert sein können, zumal schon 
die Persistenzen- von dem Massenverhäitnis abhängen. Man müßte 


1) 8. Weber, Danske Vidensk-Selsk math fysiske Medd. XVI, 9. 1939. 
2) Weber (a.a.0.) läßt in seiner Arbeit ebenfalls Ausnahmen von dem — 
generellen Wert k = 2,5 zu, wenn a; und a, merklich verschieden sind, nae 
wird die gehemmte Einstellung zwischen Translation und Schwingung von ihm 
nicht berücksichtigt. 3a 
3) A. Eucken u. E. Nümann, Ztschr. phys, Chem. (B) 36. §. 163, 1937, _ Er 


. 


| 
by 
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zur Berechnung für die äußeren Freiheitsgrade von CO, und für 
den Wasserdampf eine gemeinsame Temperatur ansetzen — von 
der Schwingung des H,O kann man bei 3,5°C noch absehen — und 
die den Gl. (40) und (40a) entsprechende Randbedingungen wieder 
so wählen, daß der gesamte Wärmefluß im Inneren dem am Rande 
gleich wird. Dabei kann dann wegen der speziellen Akkommodations- 
verhältnisse etwa der Wasserdampf am Rande prozentual im Ver- 
gleich zur Kohlensäure mehr Wärme transportieren als im Innern 
des Gases. 

Da es sich jedoch hier nur um kleine Zusätze handelt, so mag 
es genügen, die erhaltenen Werte der Wärmeleitfähigkeit der Mischung 
durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor so zu reduzieren, 
daß die Wärmeleitung bei hohem Druck mit derjenigen der reinen 


- Kohlensäure gleich wird. Die Art des Abfalls der so erhaltenen 


Wärmeleitung der Kohlensäurekomponente im Vergleich zum Wärme- 
leitvermögen der reinen Kohlensäure gibt dann ein ungefähres Bild, 
des Einflusses des H,O-Zusatzes auf den durch den gehemmten 
Energieaustausch bedingten Abfall von A,. 

In einer 2°/,igen H,O-Mischung erweist sich z. B. die in obiger 
Weise ermittelte Wärmeleitung der Kohlensäurekomponente bei 
4,2 Torr in einer Apparatur der oben angegebenen Dimensionen 
um 2,2°/, höher als im reinen CO,. Dies entspricht ungefähr der 
Erwartung, wenn man beachtet, daß in einer solchen Mischung # 
von 5,8 - 10”® auf etwa 0,48 - 107° Sek. (auf eine Atmosphäre bezogen) 
erniedrigt wird. Freilich müßte man zur genauen Reproduktion dieses 
Wertes bei Verwendung obiger Formeln mit einem etwas größeren 
Wert von «, rechnen als bei der reinen Kohlensäure, jedoch ist die 
Vergrößerung nicht so stark, daß dieser Effekt nicht auch durch die 
vereinfachte Berechnung seine Erklärung fände'). Bei einer 5°/,igen 
Mischung beobachtet man jedoch nur eine geringfügige. weitere 
Erhöhung der Wärmeleitung bei 4,2 Torr von 2,2°/, auf knapp 2,5°/,, 
obwohl jetzt von 0,48 . 10=® auf 0,2 - Sek. herabgesetzt wird. 
Aber auch dieser Sachverhalt ist mit den abgeleiteten Beziehungen 
im Einklang, denn die Größe B in GI. (42) wird durch diese Änderung 
nur wenig betroffen, da E in (42) bei diesen Drucken praktisch 
überhaupt nicht mehr von 7 und damit von # abhängt. Das Glied 
mit F in (42) wird ein wenig verringert, so daß B insgesamt beim 
Übergang zur 5°/,igen Mischung etwas vergrößert wird. Die 


1) Eine gewisse Änderung von a; würde nicht unplausibel erscheinen, 
wenn man bedenkt, daß der Wasserdampf selbst bei geringer Konzentration 
im Gasraum stärker am Draht adsorbiert wird und dadurch die Oberfläche 
des Drahtes so weit verändert, daß auch a, beeinflußt wird. 
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Br Hankelsche Funktion H,”(i7r,5) nimmt aber nur von 1,48 auf 1,22 
. ae bei der entsprechenden Variation von 7 ab, so daß B-H, nur 5 
ae wenig geändert wird. Nach G1.(34) ist dann auch der charakteristische _ 
Einfluß der gehemmten Energieübertragung auf die Werte derTemperatur 
bei gegebenen kaum gegenüber der 2°/, igen Mischung geändert 
ra und es entfällt damit ein größerer Unterschied in dem Abfall der 
& 2 Wärmeleitung beim Übergang von einem 2°/,igen zu einem 5°/,igen — 
Wasserdampfzusatz. Dabei wurde zur Berechnung der Verhältnisse 
in der 5°/„igen Mischung der gleiche geringfügig erhöhte arWert — : 
ae benutzt wie bei der 2°/,igen Mischung, was dafür spricht, daß diese 
Erhöhung durch die vereinfachte Berechnung bedingt ist. i 

Die experimentellen Einzelheiten lassen sich also sämtlich vom 
Standpunkt des gehemmten Austauschs zwischen Translations- and 
Schwingungsenergie verstehen. 


Zusammenfassung 
I: Es werden Formeln für die Druckabnahme der Wärmeleitung 
in Gasen bei kleinen Drucken im Falle der Sehleiermacherschen 
Anordnung hergeleitet, die auch noch anwendbar sind, wenn de 
m.f.W. ein mehrfaches des Drahtradius beträgt. Dabei ist zu unter- Be 
scheiden zwischen Gasen ohne und mit innerer Energie (Schwingungs- 
wärme). Bei letzteren muß die gehemmte Energieübertragung zwischen “5 
äußerer und innerer Energie beachtet werden; daneben ist dann zur 
Berechnung der Wärmeleitung eine des Akkommodations- 
koeffizienten der Schwingungsenergie notwendig. Es läßt sich darum © 
auch umgekehrt aus der Messung des Abfalls der Wärmeleitung — 
der Akkommodationskoeffizient der Schwingungen ermitteln. Im a 
Falle des Kohlendioxyds ergibt sich hierfür « = 0,13. Mit diesem m Be 
Wert kann dann die Warmeleitung des CO, bis zu einem Abfall 
von 25°/, bis auf einige Promille in Übereinstimmung mit dem 
Experiment gebracht werden. Der Einfluß des gehemmten Energie- 
austauschs bewirkt in dem angegebenen Intervall eine Vergrößerung 
des Druckabfalls um 20—30°/,. Die Wärmeleitung des Argons — 
konnte bis zu Drucken, bei denen das Verhältnis von m.f.W. zum — 
Drahtradius auf 4 ansteigt, ebenfalls bis auf einige Promille genau 
berechnet werden. Für kleine Verhältnisse von m.f.W. und Draht- 24 
radius stimmt- im Falle einatomiger Gase die abgeleitete Formel ae. 
für die Wärmeleitung mit einer kürzlich von Weber (a.a.0.) an- | 
gegebenen Beziehung überein. WEN: 

Zum Schlusse konnte noch ein kurzer mehr qualitativer Über- 3 
blick über die Verhältnisse in anderen Fällen, insbesondere von 
Mischungen CO,—H,O gegeben werden. bad). 


= 


| 


g Temperatur seltener werden, wird trotz der längeren Verweilzeit der 
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Die Tatsache, daß bei CO, Translations- und Rotationsenergie 
vollständig akkommodieren, die Schwingung jedoch schlecht, wird 
auch bei anderen schwingungsfähigen Gasen zutreffen. «, wird im 
allgemeinen mit sinkender Temperatur nur wenig zunehmen, weil die 
Schwingungsenergie der Gasmolekel vornehmlich aus der Schwingungs- 
energie der festen Wand aufgenommen werden dürfte. Da nämlich 
die Zahl der Quanten derjenigen Frequenzen, die von der Molekel 
aufgenommen werden können, in der festen Wand mit sinkender 


Molekel an der Wand «, nur wenig anwachsen können, zumal der 
Energieinhalt der betreffenden Frequenzen des Wgndmaterials, der 
der Zahl der vorhandenen Quanten proportional ist, rascher mit 
sinkender Temperatur abzunehmen pflegt als die Molwärme. Der 
mittlere Akkommodationkoeffizient wird demnach, wenn die Verweil- 
zeiten noch genügend lang sind, im wesentlichen in dem Maße 
gegen 1 streben, in dem die Schwingungswärme verschwindet. q 


Anhang 


Zur Berechnung des mittleren Abstandes der von einer Zylinderwand 
wegfliegenden Teilchen nach Durchlaufung einer mittleren freien Weglänge 
bilden wir zunächst für eine bestimmte Richtung 9, 9 den Abstand von der 


Abb. 2 


Oberfläche (Abb. 2). Der Endpunkt der Weglänge / besitzt in einem durch 
die Zylinderachse gelegten rechtwinkligen Koordinatensystem die Koordinaten: 
z=Isindcoap; Y=leindsingp. 


Der Abstand von der Oberfläche wird dann durch d = Vz*+ a*—r gegeben also 
(A) 4 
Wenn wir hier für ] und /* die er A und 2 4? einsetzen, die sich gemäß 


| 

> A 
4 
af 
i 
i 
{ q 
4 
3 
| 


entwickeln und erhalten: 


d„=r cos a+ (cos* + sin?  cos* 9) 


1.48 A’ 

(B) 

= A- [cos + + =. 9 + 2 sin? 9 cos* 9) 


- 4 (cos* 9 + cos sin?  cos* g) F 


sofern wir nach dem Gliede mit A (A/r)? abbrechen. Soll jetzt noch über ae oe Bs 
und @ gemittelt werden, so ist noch vorher mit cos zu multiplizieren, 5: 
das Wegfliegen von dem Oberflächenelement. gemäß dem Kosinusgesetz erfolgt. ay 
Es sind dann ug der Reihe nach die Integrale zu berechnen: = 


2x 
f cost 9 sin dg = 
9=0 
on + 20000 9 000° 9) sin = 2; 
4 
4 2 in? 2 2 
auf. (cost & + cos? 9 sin? cos* g) sin FdFdq@ 15 
Mithin folgt: 
A 4/(A\* A 3 A 12 (A 


Diese Beziehung ist jedoch nicht mehr fir 4 > + verwendbar, weil dann a 


der Klammerausdruck bereits wieder abnimmt. > 
Wir ergänzen darum unsere Formel durch Ermittlung des Wertes von x. 
für große Werte von A/r. Wir bringen zu diesem Zweck Gl. (A) auf die Form: 


2 
d= sint 9 + con - 2]. 


Da wir hier die letzten Glieder bei großem A vernachlässigen können, so bleibt 6% 
noch der Mittelwert von | /1 — sin? $ zu bilden; d.h. die Ermittlung von 


2r 
d= fap f co sin a0. 
#=0 


inführung von sin 9 sin m = sine liefert für das Integral über Fi = 
«(7) 

cos! s ds 

sin? @ 


«(0) 
= (costs (0) — cos*« (3) 


-3 
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Die weitere Integration liefert 4 
1 — (1 — sing) 1 1 


2 1 1 
+ 


Für die Grenzen g = 0 und g = > erhält man im Limes aus dem letzten 


Ausdruck den Wert 2/3, also für die Integration von 0 bis 2» den Wert 8/3. 
Mithin folgt: 


8 
(C) d= 4 = 04254. 


Wir suchen nun eine Funktion, die für sämtliche A/r-Werte noch verwendbar 
ist und deren Verlauf bei kleinen bzw. großen Werten von A/r mit (B,) 


benutzen. 
Falls man das Hineinfliegen der Teilchen in den Gasraum von der äußeren 


Wand betrachtet, so erhält man in GI. (A) an Stelle des Gliedes + a cos F 


ein Glied — = cos #; die weitere Durchführung der RecLaung liefert dann 


für den mittleren Abstand d, von der äußeren Wand. 


Für 4/Ry> 1 benötigen wir die Kenntnis von d, nicht, da dann schon der 
exirem verdünnte Gaszustand vorliegt, in dem A und p proporticnal sind 
(Knudsengas). 

Göttingen, Institut für physikalische Chemie der Universität, 
den 16. Oktober 1942. 


(Eingegangen 17. Okt 
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Technik eine wichtige Rolle, sondern sind auch bei der Lösung 
zahlreicher physikalischer Fragen zu einem unentbehrlichen Hilfs- 
mittel geworden. Dies gilt in besonders hohem Maße für die Er- 
zeugung tiefer Temperaturen, da kaum Kälteprozesse bekannt sind, 
die schon durch einmalige Anwendung die für zahlreiche Unter- 
suchungen nötigen tiefen Temperaturen liefern‘. Erst durch den 
von Wilhelm Siemens ausgesprochenen Gedanken, die erzeugte 
Kälte auf das noch nicht expandierte Gas zu übertragen, war es 
möglich, ausgedehntere Untersuchungen im Temperaturgebiet der 
flüssigen Luft, des Wasserstoffs und Heliums anzustellen. 

Trotz dieser vielseitigen Anwendungsmöglichkeiten besteht bisher 
kein einheitlicher Maßstab, der ähnlich dem Wirkungsgrad einer 
thermischen oder elektrischen Maschine die Güte zweier Austauscher 
eindeutig miteinander zu vergleichen gestattet. So wird z.B. von 
Schack?) der Wirkungsgrad eines Austauschers definiert durch das 
Verhältnis der wirklich übertragenen Wärme zu der im günstigsten 
Fall übertragbaren Menge. Der Wirkungsgrad 1 würde hierbei also 
von einem unendlich langen Austauscher erreicht. Abweichend hier- 
von wird gelegentlich als Wirkungsgrad das Verhältnis der von dem 
einen Stoff abgegebenen zu der vom anderen Stoff aufgenommenen 
Wärme definiert. Damit würde also der Wirkungsgrad 1 bedeuten, 
daß der Austauscher von der Umgebung thermisch vollständig iso- 
liert ist. Weiter wird als Maßstab häufig auch die Wärmedurch- 
gangszahl, gelegentlich auch der Druckverlust gewählt. Beide Werte 
sind aber ungeeignet: Es kann nämlich in jedem Austauscher eine 
praktisch beliebig hohe Wärmedurchgangszahl (allerdings verbunden 
mit einem sehr hohen Druckverlust) erhalten werden, wenn nur die 
Geschwindigkeit der strömenden Stoffe genügend hoch ist. 


1) Vgl. z.B. W. Meißner in „Handb. d. Phys.“ von Geiger- „Scheel, 
Bd. XI, S. 272—339, besonders $. 292. 

2) A. Schack, Der industrielle Wärmeübergang, 2. Aufl., Bam. 
1940, 8.203, GL. (449). 
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a Über den Wirkungsgrad von Wärmeaustauschern RR 
_ Warmeaustauscher spielen nicht nur auf vielen Gebieten der 
r 
1) 
r 
. 


Zu einer den, tatsächlichen Verhältnissen besser angepaßten 
Definition des Wirkungsgrades gelangt man jedoch auf Grund folgen- 
der Überlegung: Die Strömung der Gase oder Flüssigkeiten in Aus- 
tauschern erfolgt fast immer turbulent 1, Hierbei wird die Wärme 
nicht durch den molekularen Diffusionsprozeß der Wärmeleitung 
übertragen, sondern durch Turbulenz, wobei also die einzelnen Vo- 
lumenteile nicht nur in der Richtung der mittleren Strömung, 
sondern auch quer dazu eine endliche, wenn auch stets wechselnde 
Geschwindigkeit besitzen. Diese den Wärmeaustausch bedingende 
Bewegung ist verursacht durch die Bewegung in der Hauptströmungs- 
richtung und wird aufrechterhalten durch das die Strömung er- 
zwingende Druckgefille. Es erscheint also sinnvoll, Ursache und 
Wirkung, d.h. in diesem Falle Druckgefälle und Wärmedurchgangs- 
zahl, in passender Weise miteinander zu verknüpfen, um so zu 


einer zweckentsprechenden Definition des Wirkungsgrades zu ge- 3 u 


langen. 

Auf Grund von Ähnlichkeitsbetrachtungen läßt sich bekanntlich 
nachweisen, daß Druckabfall und Wärmeübergangszahl Funktionen 
bestimmter Kenngrößen sind. Für Flüssigkeiten und Gase werden 
meist folgende Gleichungen gebraucht: 


Nu = C, (Re)"(Pry 


_. rw 
Dabei bedeuten wie üblich 


Nu = as die Nusseltsche Kenngröße, 
Re = die Reynoldssche Zahl, 


Pr = z = en = la x die Prandtlsche Kenngröße. 


Dabei werden in diesen und den späteren Gleichungen folgende 


Einheiten und Buchstabenbezeichnungen verwandt: 
a= a = Temperaturleitfähigkeit in m?/s, 
C, = dimensionslose Konstante, für glattes Rohr ~ 0,0242), 
C, = dimensionslose Konstante, für glattes Rohr ~ 0,3164), 
c, = spezifische Wärme in kcal/kg °C, 
= Rohrdurchmesser in m, 


1) W. Meißner, Ztschr. techn. Phys. 27. S. 235. 1926. 
+ 2) Vgl. Anm. 1 8. 205. 
3) Vgl Anm. 2 8. 205. 
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F = Wärmeübertragungsfläche in m?, 

g = Schwerebeschleunigung = 9,81 m/s’, 

k = Wärmedurchgangszahl in kcal/m*h °C, 
L = Ventilationsleistung in mkg/s, 

= Rohrlänge in m, 
m = dimensionslose Konstante, für glattes Rohr ~ 0 0,89, A 
n = dimensionslose Konstante, für glattes Rohr ~0,37)), _ 
p = dimensionslose Konstante, für glattes Rohr ~ 0,255, ss ES 

AP = Druckabfall in mm WS, 
Q = Wärmefluß in kcal/h, 
v = VolumendurchfluB in 
w = Geschwindigkeit in m/s, 
«& = Wärmeübergangszahl in kcal/m?h °C, 

y = spezifisches Gewicht in kg/m‘, 

4 = Wärmeleitfähigkeit des Gases oder der Flüssigkeit 
u = Zähigkeit (dynamische) in kg s/m?, [in kcal/mh °C, = 


y= Er = kinematische Zähigkeit in m?/s. 


Die GI. (1) und (2) sind zwar nicht die allgemeinsten Funk- 
tionen, die auf Grund des Ähnlichkeitsprinzips möglich sind, jedoch _ 
hat sich gezeigt, daß sie praktisch meist ausreichen. In der hier __ 
gegebenen Form sind sie auch noch allgemein auf sehr verschieden - 
artige turbulente Strömungsformen anwendbar, z. B. auf Strömung 
in Rohren beliebigen Querschnitts und sogar auf Strömungen quer Ps j 
und senkrecht zu Rohrbündeln. Selbst in diesem Fall ergeben sich _ 
für die Konstanten m und n noch etwa dieselben Werte wie im 5 = 2 
glatten Rohr, jedoch sind für C, und C, wesentlich andere Werte 
einzusetzen. er 

Wenn wir uns im folgenden jedoch auf das am meisten ver- 
wandte Bauelement, das glatte Rohr mit kreisförmigem Querschnitt _ 
beschränken, so aus folgenden Gründen: 

Auch andere Formen mit gleichbleibendem Strömungsquerschnitt 
lassen sich durch Einführung des hydraulischen Durchmessers auf — 
das Rohr mit kreisförmigem Querschnitt zurückführen. Beim glatten __ 
Rohr sind ferner die Verhältnisse am genauesten untersucht, nd 


1) H.Kraussold, Forschung auf dem Gebiet des Ingenieurwesens, Bd.4. 
8.39. 1933. Gelegentlich findet man für Gase Formeln angegeben, die von 
Gl. (1) sehr wesentlich abzuweichen scheinen. (Vgl. z.B. K. Seiler, Ann. 
d. Phys. [5] 39. 8. 140. 1941.) Es ist jedoch zu beachten, daß bei alan Gasen 
die Prandtlsche Kennzahl fast denselben Wert besitzt, so daß die Ab- 
weichungen praktisch wenig ins Gewicht fallen. 

2) Blasius, Forschungsarbeiten des VDI 1913. Heft 131. a 
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die Ausnutzung des Druckgefälles für den Wärmeübergang ist offen- 
bar sehr günstig. 

Die zur Überwindung des Druckgefälles AP aufzuwendende 
Ventilationsleistung L ist gegeben durch: 


(3) L=4P-v= AP. 


Da F=a-d-1 ist, kann damit Gl.(2) in der 
werden: 


Mit Hilfe dieser Gleichung kann die Geschwindigkeit m als 
Funktion der übrigen Variabeln ausgedrückt und in Gl. (1), die sie 
nur in der Reynoldsschen Zahl enthält, eingesetzt werden. sige 


ergibt nach einigen ee 


Wie in den Ausgangsgleichungen (1) und 5 haben auch in 
dieser Gleichung die in den Klammern stehenden Ausdrücke die 
Dimension Null. Durch Einsetzen der oben angegebenen Werte für 
die Konstanten C,, C,, m, n und p folgt hieraus: EN ie 

(6) @ = 1,27 (747) = const | +) 

Durch diese Gleichung!) ist die gesuchte ai aie 
Warmeiibergangszahl & von der pro Flächeneinheit aufgewandten 
Ventilationsleistung (L/F) für den Idealfall des glatten Rohres ge- 
geben. Praktisch wird man jedoch nicht mit dieser Wärmeüber- 
gangszahl rechnen können. Durch Rauhigkeiten und durch den 
Widerstand von Bauelementen, die nicht am Wärmeaustausch be- 
teiligt sind, wird der Druckabfall und damit auch die Ventilations- 
leistung L erhöht, während keine entsprechende Vergrößerung von a 
eintritt. Auch kann der Wärmeübergang durch Verkrustungen un- 
mittelbar verschlechtert werden. Beide Vorgänge führen dazu, daß 
der tatsächlich beobachtete Wert a, der Wärmeübergangszahl kleiner 
ist als der nach Gl. (6) berechnete Wert «,. Bei der Berechnung 
von «, sind dabei die tatsächlich gemessenen Werte von L/F und 
auch die den tatsächlichen Verhältnissen entsprechenden Werte für 
4, c, usw. einzusetzen. 


1) Für Luft unter einem Druck von 1 ata fölgt bei 20° const = 66,6, 
bei —150° const = 100,4 und für Wasser von + 20° const = 5750. Die Kon- 
stanten für die Berechnung obiger Gleichungen können z. B. den übersichtlichen 
Tabellen von M. ten Bosch, Die Wärmeübertragung, Berlin 1936, entnommen 


3 
4 
2 
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werden. 


Es erscheint also sinnvoll, eine eg oe ~ | definieren n durch 
die Gleichung: 
(7) 


a, 


Sie stellt also ein Maß für den Grad der Ausnutzung des 
Druckgefälles für die Erzwingung einer günstigen Wärmeübergangs- 
zahl dar. Ist G = 1, so bedeutet dies, daß die aufgewandte Venti- 
lationsleistung in ebenso vollkcmmener Weise wie beim glatten Rohr 
für den Wärmeübergang ausgenutzt ist. 

Schon oben wurde erwähnt, daß auch für stark abweichende 
Strömungsformen ähnliche Gleichungen wie (1) uud (2) bestehen. Es 
erscheint deshalb möglich, Gl. (6) und (7) auch auf diese, und zwar 
mit denselben Konstanten anzuwenden. Die Verhältnisse im glatten 
Rohr sind damit zu einem Maß für viel kompliziertere Verhält- 
nisse, z. B. die Strömung quer durch Rohrregister, geworden. Be- 
sonders günstig für diese weitergehende Anwendung ist dabei die 
Tatsache, daß der Rohrdurchmesser d nur in der 0,127. Potenz 
auftritt. Bei der Strömung quer oder parallel zu Rohrbündeln ist 
es nämlich oft zweifelhaft, ob für d der Außendurchmesser der 
Rohre oder ein passend definierter hydraulischer Durchmesser ein- 
zusetzen ist. Am Ergebnis macht dies jedoch praktisch nichts aus, 
da selbst bei einer Unsicherheit von 1:2 in d die Unsicherheit in G 
erst 9°/, betragen würde. 

Häufig sind jedech bei einem Austauscher gar uicht die Wärme- 
übergangszahlen & bekannt, sondern nur die Wärmedurchgangs- 
zahl %. 

(8) + 


k a, 


Dabei ist «, die Wärmeübergangszahl des in den Rohren 


strömenden, a, die des außerhalb der Rohre strömenden Stoffes. 
Wenn jedoch sowohl für Innen- wie für Außengas die Ventilations- 
leistung und dia übrigen Konstanten der betreffenden Stoffe bekannt 
sind, können für beide nach Gl. (6) a-Werte berechnet und damit 


P. Über den Wirkungsgrad von Warmeaustauschern 


nach Gl. (8) ein k,-Wert bestimmt werden. Das Verhältnis 


k, 


stellt dann wieder eine passende Güteziffer für den betreffenden 
Austauscher dar. 

Darüber hinaus kann GI. (6) auch für die Berechnung von 
Austauschern gute Dienste leisten. Soll z. B. der von einem 
Kältebad abziehende Dampf für die Kühlung des frisch zuströmenden 


3 
| 
> 
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Kältemittels verwendet werden, so darf der Druckabfall des Dampfes 
im Wärmeaustauscher nur einen bestimmten Betrag erreichen, da 
sonst das Kältebad nicht auf die gewünschte tiefe Temperatur ge- __ 
bracht werden kann. Durch diesen Druckabfall und die Dampff- —_ 
menge (die unter der mittleren Temperatur und dem mittleren 
Druck im Austauscher in Rechnung zu setzen ist) ist nach GL (8) 
die maximal verfügbare Ventilationsleistung gegeben. Für das ein- 
strömende Kältemittel kann dagegen meist mit einer wesentlich | 
größeren Ventilationsleistung gerechnet werden, so daß dessen 9 
Wärmeübergangszahl: «, groß gewählt werden kann. Unter diesen 
Bedingungen kann dann statt Gl. (8) geschrieben werden: 

(8a) k=ö-.a,. 

wobei die Größe 5 < 1 zunächst geschätzt werden muß (für a, > «, 

ist 0,5 <ö< 1). Andererseits ist die im Austauscher zu über- 
tragende Wärmemenge Q und die mittlere Temperaturdifferenz 
4t,') zwischen hin- und zurückströmendem Stoff gegeben. Aus der 
bekannten Beziehung: 


(9) 


kénnen dann zusammen mit Gl. (8a) und (6) die 3 Unbekannten k, F 
und «, berechnet werden, wobei natürlich noch gewisse Erfahrungs- 
zuschläge für Rohrrauhigkeit, Druckverluste’ in den Verteilungs- 
 stücken usw. gemacht werden müssen. Aus « können dann nach 
GL (1) w und damit die übrigen Bestimmungsstücke des Aus- 
tauschers berechnet werden. 
i Diese Rechnungsmethode hat gegenüber der bisherigen, bei der 
_ unmittelbar von Gl.(1) ausgegangen wird, folgenden Vorteil: Um 
_ @l.(l) anwenden zu können, muß man zunächst eine Annahme über 
die Geschwindigkeit machen. Häufig zeigt sich dann bei der Be- 
rechnung des Druckabfalls nach Gl. (2), daß dieser untragbar hoch 
oder viel zu klein wird (in diesem Falle wäre die Austauschfläche 
schlecht ausgeniitzt) Man muß dann mit einer anderen Geschwindig- 
3 keit die Rechnung wiederholen und gelangt so nur näherungsweise 


1) Kann mit gleichbleibender Wärmedurchgangszahl und spezifischer Wärme 
(4 t, — 4t,) Dabei sind 4t, 


und 4t, die Temperaturdifferenzen zwischen wirmerem str kälterem Stof? an 
den beiden Enden des Austauschers. (Vgl. z.B. A. Schach, a.a.0., oder 
KF. Merkel, Die Grundlagen der Wärmeübertragung, Dresden 1927 oder 
_ M.ten Bosch, a.a.0., sowie eine demnächst in der Ztechr, VDI,  Beihefte 
Verfahrenstechnik, erscheinende Arbeit des Verf.) 


“itt der beiden Stoffe gerechnet werden, so ist 4t,, = 
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zu der günstigsten Abmessung. In die hier abgeleitete Gl. (6) kann 
dagegen unmittelbar der verfügbare Druckabfall oder die verfüg- 
bare Ventilationsarbeit eingesetzt werden, was dann sogleich die 
unter diesen Verhältnissen größtmögliche Wärmedurchgangszahl 
ergibt. 

Im vorstehenden wurde für das Verhältnis «,/«, der Ausdruck 
Güteziffer und nicht etwa Wirkungsgrad gewählt. In der Tat handelt 
es sich hierbei auch nicht um einen Wirkungsgrad, denn ein solcher 
ist durch das Verhältnis der gewonnenen zur aufgewandten Leistung 

bestimmt. Wenn in unserem Fall zwar auch Leistung, eben die 
Ventilationsleistung, aufgewendet wird, so tritt als Gewinn nur die 
Beschleunigung eines schon von selbst ablaufenden Vorganges, näm- 
lich des Übergangs von Wärme in Richtung des Temperaturgefälles 
ein. Wollte man dagegen den Wirkungsgrad eines Austauschers be- 


rechnen, so müßte dies auf Grund der technischen N 


geschehen. 
Die technische Arbeitsfähigkeit ist dabei definiert durch: 


(10) — T,(s — 8). 


Dabei sind + und s Wärmeinhalt und Entropie des Stoffes im — ee 


Anlieferungszustand, i, und s, die Werte derselben Variabeln, nach- 
dem der Stoff die größtmögliche Arbeit L, geleistet hat und nun- 
mehr in die Umgebung mit der Temperatur T, ausgeschoben wird’). 
Wie die nähere Diskussion von Gl. (10) zeigt, ist die so definierte 
Arbeitsfähigkeit um so.größer, je weiter sich die Temperatur des 
Stoffes von der der Umgebung unterscheidet und — besonders bei 
Gasen — unter je höherem Druck er zur Verfügung steht. Bei 


reversiblen Vorgängen würde die tatsächlich vom Arbeitsstoff g- 
' leistete Arbeit gerade der Abnahme der Arbeitsfähigkeit nt 


sprechen. 


Da in einem Austauscher keine Arbeit nach außen abgegeben _ 4 


wird (die Ein- und Ausschubarbeiten sind in L, bereits enthalten), 
so müßte eigentlich die Abnahme der Arbeitsfähigkeit des einen 
Stoffes gleich der Zunahme der Arbeitsfähigkeit des anderen Stoffes 


sein. Praktisch ist dies jedoch wegen des Druckabfalls, den nd- 
lichen Temperaturdifferenzen, des Wärmeaustauschs mit der Um- © 


gebung und sonstiger Verlustquellen nicht der Fall. Auf Grund 


dieser Überlegung wäre dann also das Verhältnis als Wirkungsgrad ig 


zu bezeichnen: 
(11) 


i der Physik. 5. Folge. 42. 


. 
> 
ER ) Vgl. Fr. Bosnjakovié, Technische Thermodynamik 1935. S. 138. : 
14 
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Dabei ist AL,, die Zunahme der Arbeitsfähigkeit des einen 
Stoffes, AL,_ die Abnahme der Arbeitsfähigkeit des andern. 
Wenn diese Definition des Wirkungsgrades auch unmittelbar 
auf thermodynamischer Grundlage fußt, so ist sie für den prak- 
tischen Gebrauch doch weniger geeignet, da sich bei ihrer Anwen- 
dung nicht abschätzen läßt, welche Verluste durch günstige Form- 
gebung noch vermieden werden können und welche eine Folge des 
Druckverlustes der — wenigstens bei turbulenter 
unvermeidbar ist. 


Ausgehend von dem 
und Druckabfall bei turbulenter Strömung wird eine Kenngröße für 


„die Güte der Ausnützung des Druckgefälles zur Erzielung eines 


günstigen Wärmeübergangs definiert. Mit ihrer Hilfe lassen sich 


Berechnungen von Wärmeaustauschern verhältnismäßig einfach durch- 
führen. 


Frankfurt a. M., Röderbergweg 251. 


(Eingegangen 28. Oktober 1942) 
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der Formeln 
für die 


Von H. Scheffers pe 


aus der Physikalisch-Fechnischen Reichsanstalt) 


Die übliche Ableitung der Fraunhoferschen Beugungserschei- 
nungen geht bekanntlich aus vom Greenschen Satz und gelangt 
von da zu der Kirchhoffschen Integralformulierung des Huyghens- ond am 


1 8 (ei eier 
Diese Formel gestattet, die Lichterregung u) (deren Quadrat pro- 
portional der Lichtintensität ist) im Aufpunkt P(r = 0) zu berechnen, 
wenn u und Ou/On auf irgendeiner P einschließenden, die Licht- 
quelle ausschließenden Fläche o bekannt sind; u ist dabei eine 
Lösung der NEON Au=— k?u,n die innere Normale 


auf do undk= T — Wellenlänge). Kirchhoff löst dieses Rand- 


wertproblem für die Funktion u so, daß er auf der Fläche u = 5 =0 


setzt, soweit diese undurchsichtig ist, während an den freibleibenden 
Stellen der Trennungsfläche u und Öu/ön die Werte haben sollen, 
die bei ungestörter Ausbreitung der Welle vorhanden wären. In 
Wirklichkeit ist die beugende Öffnung stets von einer ebenen Kurve 
berandet und o eine Ebene. Ferner denkt man sich bei den prak- 
tisch wichtigsten Fraunhoferschen Beugungserscheinungen Licht- 
quelle und Aufpunkt im Unendlichen gelegen. Man wählt nun 
einen Punkt in der Öffnung zum Koordinatenanfangspunkt und ver- 
steht unter t den Radiusvektor eines Punktes, der dem Flächen- 
element do der Öffnung entspricht, und unter 3, und 3 die Einheits- 
vektoren in Richtung des einfallenden und des gebeugten Strahls. 
Dann erhält man aus (1) für die gesuchte Amplitude in dem durch 
die Richtung von 3 charakterisierten Aufpunkt das über die ganze 
Öffnung zu erstreckende Beugungsintegral 


up = const do, 


ee H. Scheffers. Vereinfachte Ableitung der Formeln usw. 11 | 
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aus dem nunmehr in bekannter Weise schnell die Fraunhoferschen 
Beugungsformeln für verschieden gestaltete Öffnungen folgen. 
Trotz der Einfachheit der Kirchhoffschen Annahmen (die in 
der Praxis weitgehend erfüllt sind) und des daraus folgenden Er- 
gebnisses (2) ist aber bekanntlich die vom Greenschen Satz über (1) 
zu (2) führende Rechnung recht lang und umständlich. Deshalb 
scheint es nicht überflüssig, im folgenden eine kürzere und einfachere 
Ableitung von (2) mitzuteilen; diese läßt sich — unter Beibehaltung 
der erwähnten physikalischen *Annahmen Kirchhoffs — gewinnen 


durch grundsätzliche Vermeidung des Huyghensschen Prinzips!) 


: : und seiner Integralformulierung (1). Man bedenkt nämlich, daß der 


linearen Schwingungsgleichung mit konstanten Koeffizienten nicht 


- nur die Ausdrücke für ebene Wellen, sondern auch beliebige Linear- 


kombinationen von solchen genügen, und wird so dazu geführt, die 


 Darstellungsmöglichkeit von u durch Fourierintegrale zu benutzen, 


wie das im folgenden näher gezeigt werden soll. 
Wir legen wie üblich in die Ebene der beliebig gestalteten 
Öffnung die zy-Ebene unseres Bezugssystems, wählen einen Punkt 


in der Öffnung zum Koordinatenanfangspunkt und geben der z-Achse 


die Richtung nach dem Aufpunkt hin, wobei a, 8,7 die Richtungs- 


_ kosinus des Fahrstrahls von der Öffnung zum Aufpunkt sind. Dann 


denken wir uns eine ebene monochromatische Welle mit den Rich- 


tungskosinus &,, A, 7, von der Lichtquelle zur Öffnung auf die 
Öffnung einfallend. Diese Welle ist also bei Nichtberücksichtigung 


eines hier überflüssigen räumlich konstanten Faktors gegeben durch 


% 


(3) u = 


Machen wir nun mit Kirchhoff die Annahme, daß u in der Öffnung 


bs genau den Wert hat wie bei einer ungestörten Ausbreitung der 


Welle, so erhalten wir hieraus für einen beliebigen Punkt (&, 7) in 
der Öffnung (z = 0) die Lichterregung 


(4) u— 


Nehmen wir nun weiter wie Kirchhoff an, daß auf dem die Öf- 
nung o begrenzenden Schirm u = 0 ist, so ist also die Licht- 


erregung 7), als Ortsfunktion auf der ganzen Trennfläche 
 (Offnung und Schirm) zwischen Lichtquelle und Aufpunkt betrachtet, 
eine unperiodische Funktion. Einen auf der ganzen Trennfläche 


1) Weil dies ja sowieso nur eine zweckmäßige mathematische Methode 
_ ohne eigentlich physikalische Bedeutung ist. Vgl. z.B. M.v. Laue, Handb. 
_ d. Experimentalphysik Bd. XVIII, Teil III, 1928 (Artikel Beugung). 
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einheitlichen Ausdruck für sie erhalten wir durch die Zerlegung der Er 
Funktion 
| u= eikt«+nA) für alle &,n innerhalb Öffnung o 


5 
0) u=0 für alle &, 7 außerhalb Öffnung o 


in periodische Funktionen mit Hilfe des Fourierschen Integral- __ 
theorems für zwei Variable. Dessen stets gültige Darstellung lautet 

(wobei die Integrale über den ganzen in Frage kommenden Wert- 
bereich der Variablen zu erstrecken sind): 


(6) u (§, = eiklat + bn) de aß [ ; 


wobei und als Ordnungszahlen dienen. Hierdurch 
ist die "Funktion u (&, ausgedrückt durch eine kon- 
 tinuierliche Folge periodischer Funktionen, wobei das innere Doppel- 
integral mit den Integrationsvariablen p,q die zugehörigen Ampli- —_ 
tuden gibt. Setzen wir nun in dieses die durch (5) definierte 
Funktion ein, so wird die Zerlegung > 


(0) 


* 


wobei nunmehr das isinere Voppelintegral nur noch über die Of- 
nung o zu erstrecken ist. aa 
HE Nun suchen wir die Lösung u(z,y,2) im Raume, und zwar auf — Re 
der Seite des Aufpunkts. Wir bedenken dazu. daß 3 


eik(az+ py + 


eine partikuläre Lösung der Schwingungsgleichung, und zwar eine — 
_ ebene Welle in der Richtung («, 8, 7), ist. Wegen des Charakters 
der Schwingungsgleichung (vgl. oben) gibt die Multiplikation dieses 
Ausdrucks mit einer zunächst willkürlichen von z, y, z unabhängigen 
komplexen Funktion g(«,#)') auch eine Lösung und auch die Summe 
beliebig vieler derartiger Ausdrücke a 


muß eine Lösung sein. Mit diesem Lösungsansatz kann man nun 
aber tatsächlich die Randbedingung (7) erfüllen. Denn läßt man 


1) y braucht als durch « und # gegeben nicht besonders berücksichtigt 
zu werden. 
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den Punkt (2, 9,2) in die Trennfläche übergehen (z = &, = 
so geht (8) in (7) über, falls gesetzt wird > 


@ 
Da nun aber g(a,8) die Amplitude up der in der Richtung «, By 
; zum unendlich fernen Aufpunkt P fortschreitenden ebenen Welle 
3 ist, so gilt, vektoriell geschrieben 


Up = const | . do 
übereinstimmend mit (2). 


; Mit diesem Wert ist also die Lösung des Problems 
Wir haben zu ihrer Gewinnung die Kirchhoffschen Annahmen 
über die Randwerte von = (= 3) nicht benötigt, was sofort 
zeigt, daß schon die Angabe des einen der beiden Randwerte den 
‘andern bestimmt. Man vermeidet bei unserer Ableitung also den 
inneren Widerspruch, der bei der Kirchhoffschen Methode durch 
Vorschrift beider Randwerte im Integral (1) begangen wird; denn in 
den kritischen Darstellungen der Kirchhoffschen Theorie’) wird 
darauf hingewiesen, daß auch bei beliebiger Gestalt der Trennfläche 
der eine Randwert im Prinzip schon den andern festlegt. Weiter 
zeigt unsere Lösung (8) unmittelbar, daß sich auch ein nicht ebenes 
_ Wellenfeld, wie es ja in der Nähe der Trenmfliche vorliegt, als 
: Überlagerung ebener Wellen auffassen läßt; das ist von Whittaker’) 
besonders bewiesen worden. 

Lösungen der Schwingungsgleichung in der Form (8) sind 
übrigens bereits von Debye’) für verschiedene Wellenarten benutzt 
worden®). Sonst aber haben Debyes Untersuchungen, bei denen 
anders als hier die Kirchhoffsche Formulierung (1) zugrundegelegt 
wird, die Gewinnung von strengeren und allgemeineren Lösungen des 
_ Beugungsproblems zum Gegenstand, während es sich hier nur um 


1) z.B. M.v.Laue, a. a. O. und F. Jentzsch, Handb. d. Phys. Bd. XXI, 
Kap. 20. 

2) E. T. Whittaker, Math. Ann. 57. S. 333. 1903. 

3) P.Debye, Ann. d. Phys. 30. 8. 755. 1909. 

4) Den freundlichen Hinweis hierauf verdanke ich Herrn v. Laue. 
Vgl. dessen Darstellung der Debyeschen Methode im erwähnten Handbuch- 


artikel 8. 322. und in Enzykl d. Math. Wiss. Bd. V. 3. 8. 439f. i 
532 


= 0), 
k 


_H. Scheffers. Vereinfachte Ableitung der Formeln usw. 215 


eine andere und vereinfachte Ableitung der Kirchhoffschen 
Formel (2) ohne Benutzung des Huyghensschen Prinzips handelte, 
dessen mathematischer Inhalt also letzten Endes das EEE 


Der bekannten Kirchhoffschen Ableitung 


schen Beugungsformeln aus dem Greenschen Satz und der Integral- 
formulierung des Huyghensschen Prinzips wird eine andere an die 
Seite gestellt, die nur vom Fourierschen Integraltheorem Gebrauch 
macht und einfacher und kürzer ist. 


eee Oktober 1942. 
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a a der thermischen Molekularbewegyng treten in jedem 
hanes spontane Schwankungen der Dichte auf. Es soll über einen 
Versuch berichtet werden, diese Dichteschwankungen unmittelbar 
sichtbar zu machen. Bei einem derartigen Unternehmen interessiert 
zunächst die Frage, wie groß die Schwankungsgebiete sind, ob es 
z.B. sinnvoll ist, etwa mit einem Lichtmikroskop danach zu suchen. 
Bei dieser Frage hat man zweierlei auseinanderzuhalten: einmal 
die Frage nach der tatsächlichen Größe der Schwankungsbereiche 
(wir wollen sie elementare Schwankungsbereiche nennen), sodann die 
Frage nach der Größe der beobachteten Schwankungsbereiche. 

Von den Dichteschwankungen erhalten wir Kunde mit Hilfe 
der durch sie verursachten Zerstreuung des Lichtes. Betrachten 
wir den zu untersuchenden Körper mit Hilfe des von ihm gestreuten 
Lichtes, so ist die Größe der tatsächlich beobachteten Schwankungs- 
bereiche gegeben durch das Auflösungsvermögen des verwendeten 
optischen Instrumentes. Denn ein Gebiet, dessen Ausdehnung von 
der Größenordnung des Auflösungsvermögens der verwendeten Optik 
ist, erscheint in gleichmäßiger Helligkeit und Farbe. Die wirkliche 
Größe der elementaren Schwankungsbereiche, d. h. der Bereiche, 
innerhalb derer die Dichte konstant ist, kann dabei wesentlich kleiner 
sein. Wie groß diese Bereiche sind, hängt davon ab, was für ein 
Körper vorliegt. Es kommt darauf an, ob zwischen den einzelnen 
Molekülen mehr oder weniger starke Wechselwirkungskräfte be- 
stehen. In einem idealen Gas, wo mangels jeglicher Wechselwirkung 
keinerlei Korrelation zwischen den Dichteschwankungen zweier be- 
nachbarter Volumelemente — auch wenn wir sie noch so klein 
wählen — besteht, hat die Frage nach der tatsächlichen Größe der 
Schwankungsgebiete keinen Sinn; denn die Dichte in einem be- 
stimmten noch so kleinen Volumelement ist unabhängig von der- 
jenigen eines benachbarten Volumelementes. Der andere Extrem- 
fall ist der feste Körper, wo wegen der i@nigen Wechselwirkung 
eine an einer bestimmten Stelle entstandene Dichteänderung sich 
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alsbald über den ganzen Körper ausbreitet. Das Bild, das wir uns 
heute von der Molekularbewegung eines festen Körpers machen, ist 
ein System von elastischen Wellen, die den Körper durchkreuzen. 
Die Schwankungsbereiche umfassen den ganzen Körper. Bei realen 
Gasen und Flüssigkeiten sind sie je nach Art und Stärke der 
Wechselwirkung der Moleküle untereinander verschieden groß. Be- 
d sonders große Bereiche liegen vor, wenn die Arbeit, die man zur 
Herstellung einer bestimmten Dichteänderung zu leisten hat, 
sehr klein ist. Dies ist in der Nähe des kritischen Punktes 
der Fall. 
Je größer die elementaren Schwankungsbereiche sind, desto — 
günstiger liegen die Bedingungen für eine Sichtbarmachung der 
il Schwankungen. Denn in dem Fall, der meistens vorliegen wird, 
daß die elementaren Schwankungsbereiche kleiner sind als das Auf- 
lésungsvermégen des Instrumentes, daß also innerhalb eines vom 
Instrument gerade noch aufgelösten Gebietes mehrere unabhängige 
_ Schwankungsbereiche liegen, werden letztere sich teilweise kompen- —_ 
_ sieren, und die beobachtete Dichteschwankung wird um so mehr 
abnehmen, je größer die Anzahl der elementaren Schwankung- 
gebiete ist, aus denen das vom Mikroskop eben noch aufgelöste 
Gebiet sich zusammensetzt. Bezeichnen wir diese Anzahl mtn 
‚so wird das mittlere Schwankungsquadrat der Dichte n-mal kleiner. 
i Aber noch ein zweiter Punkt ist für die Wahrnehmbarkeit der 
Schwankungen von Bedeutung. Da das Auge beliebig rasch uf- 
einanderfolgende Lichteindrücke nicht unterscheiden kann — die om 
Dauer der Nachwirkung eines Lichteindrucks beträgt etwa '/,,Sek.—, 
80 stellt die vom Auge registrierte Helligkeit eines bestimmten (dem — ; 
Auflösungsvermögen entsprechenden) Volumelementes auch einen 
gewissen zeitlichen Mittelwert dar. Bezeichnen wir mit x die mitt- 
 lere Zeitdauer, während der die Dichte in einem bestimmten Volum- = 
element sich noch nicht wesentlich geändert hat, so stellt 2,/r die 
Anzahl voneinander unabhängiger Schwankungsprozesse dar, welche 
von einem elementaren Schwankungsbereich für die Helligkeits- 
wahrnehmung maßgebend sind. 
i Die Schwankungstheorie der Lichtzerstreuung liefert fir den 
_ Zusammenhang der Intensität J der Streustrahlung, die von einem 


In = (32) 49°, 


we Ao* = (o— 0)? das mittlere Schwankungsquadrat. der Dichte und 


die Dielektrizitätskonstante bedeuten. 


| 
 Volumelement AV gestreut wird, und der Dichteschwankung: = 
_ | 


DE-Kappler, Phys. Ztschr. 86. 8.643. 1935. 
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Das als Mittelwert über eine unendlich lange Beobachtungszeit 
gebildet zu denkende mittlere Schwankungsquadrat der Dichte, das 
wir mit Ao®? bezeichnen wollen, ist 

kT 3 
wo k die Boltzmannsche Konstante, T die absolute Temperatur 
und # die Kompressibilität bedeuten. Die dazu gehörige Intensität 
der Streustrahlung wollen wir mit J bezeichnen. 

Die Möglichkeit, diese Schwankungen unmittelbar wahrzunehmen, 
beruht darauf, daß dieses mittlere Schwankungsquadrat selbst wieder 
räumliche und zeitliche Schwankungen aufweist. Das Auge mittelt 
nur über eine Zeit von !/,, Sek. Sind J und Ag? die für diese 
Zeitdauer geltenden Werte der Streustrahlung bzw. des mittleren 
Dichteschwankungsquadrates, so treten im Auge Helligkeitsschwan- 
kungen auf, hervorgerufen durch Intensitätsschwankungen, die wir 
beschreiben können durch ein mittleres Schwankungsquadrat der 
Intensität 4J? = (J —J)*, was um so: kleiner ausfallen wird, je 
mehr unabhängige Schwankungsprozesse innerhalb einer Zeitdauer 
von !/,, Sek. erfolgen. Nur bei verhältnismäßig langsam verlaufenden 
Schwankungen wird daher Aussicht auf Sichtbarkeit bestehen. 

Außer diesem räumlichen und zeitlichen Auflösungsvermögen 
ist noch die Art der Beleuchtung für die Sichtbarmachung der 
Schwankungen von entscheidender Bedeutung. Sie gelingt nur bei 
einseitiger Dunkelfeldbeleuchtung. Die Verhältnisse liegen ähn- 
lich wie bei der Beobachtung der Brownschen Bewegung mit un- 
bewaffnetem Auge’). Es, handelt sich um ein Interferenzphänomen 
der von den einzelnen Volumelementen gestreuten und ins Auge 
gelangenden Wellenzüge, wie weiter unten näher ausgeführt wird.- 


Versuchsanordnung 


Untersucht wurden nicht eigentliche Dichteschwankungen, sondern 
der bequemeren Handhabung halber die Konzentrationsschwankungen 
eines binären Gemisches in der Nähe des kritischen Punktes, und 
zwar des Systems Phenol—Wasser, dessen Mischungskurve in Abb. 1 
dargestellt ist. Oberhalb der Mischungskurve lösen sich beide Flüssig- 
keiten vollständig. Die kritische Mischung liegt bei 34,1°/, Phenol. 

Es wurden 7 verschiedene Konzentrationen untersucht, die in 
der unten folgenden Tabelle vermerkt und in Abb. 1 durch ge- 
strichelte Linien eingezeichnet sind. Nachdem die Gemische über 
die Entmischungstemperatur erhitzt waren, wurden sie mit einer 


= 
. 
| 
= 
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Pipette in eine Glasküvette gebracht von ?/,,mm Dicke und mit ER 
einem Deckglas verschlossen. Die Küvette konnte in einem elek- ; 


trischen Ofen, in den ein Thermoelement eingeführt war, erhitzt — 2 ; 


ded 


aon 


! 
' 


T 
i 
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Abb. 1. Mischungskurve des Systems Phenol-Wasser. 

© © Nach Messungen von A. E. Hill und W. M. Malisoff, Journ. 
Americ. chem. Soc.-48. 8. 918. 1926. 

x x Nach Messungen von Smith, Mikrochemie 11. S. 227. 1931. 


werden (Abb. 2). Eine mittels einer Bogenlampe beleuchtete Loch- 
blende wurde durch ein schräg von unten kommendes Strahlen- 
bündel auf das Präparat abgebildet derart, daß in das auf das Prä- 
parat eingestellte Mikroskop kein direktes Licht gelangen konnte. 


Das Präparat wird über die RER erwärmt. 


Es erscheint in der charakteristischen blauen Farbe des Opaleszenz- 


lichtes. Durch vorsichtiges Schwächen des Heizstromes läßt man 
das Präparat langsam abkühlen. Bei Annäherung an die Ent- 
mischungstemperatur beobachtet man nun über dem blauen Opales- 
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zenzlicht eine lebhafte Flimmerbewegung, die um so stärker wird, 
je mehr man sich der Entmischungstemperatur nähert. Die Er- 
scheinung kann beliebig lange beobachtet werden, so lange eben 
die Temperatur konstant gehalten wird. Beim Erreichen der Ent- 
mischungstemperatur wird das Präparat milchig weiß. Es treten 
kleine Tröpfchen auf, die eine lebhafte Brownsche Bewegung aus- 
führen. Diese wird aber zum Unterschied gegenüber der oberhalb 
der Entmischungstemperatur beobachteten Flimmerbewegung, auch 
wenn die Temperatur konstant gehalten wird, schnell schwächer, da 
die Tröpfchen rasch größer werden. Die Erscheinung konnte nicht 
nur bei der kritischen Mischung beobachtet werden, sondern auch 
bei anderen Konzentrationen. 

er Die Versuche wurden jeweils so ausgeführt, daß beim Abkühlen 
= des über die Entmischungstemperatur erwärmten Präparates die 
f Temperatur gemessen wurde, bei der die Flimmerbewegung zuerst 
deutlich zu erkennen war, sodann wurde die Entmischungstemperatur 
gemessen, daraufhin wurde das Präparat wieder erwärmt und die 
Temperatur abgelesen, bei der die Schwankungen nicht mehr zu 
erkennen waren. In der folgenden Tabelle sind in der 4. Spalte 
für die einzelnen Versuche die Temperaturbereiche bei Abkühlung 
=f bzw. Erwärmung oberhalb der Entmischungstemperatur angegeben, 
innerhalb derer die Schwankungen beobachtet werden konnten. 
Diese Temperaturbereiche scheinen um so größer zu sein, je näher 

die Konzentration an der kritischen liegt. 


{ Versuch \ Temperaturbereich ° C 
Nr Mischung 
Abkühlung | Erwärmung 
ps 1 34,1 °/, Phenol 1,5 1,2 
(kritische Mischung) 

Bs 2 30,1 °/, Phenol | 0,5 0,8 
3 30,1 „ | 1,2 6 
s 4 38,1 „ ” | 1,3 0,9 
5 34,1 „ 5,9 5,0 
6 25,1 „ 0,7 0,8 
7 30,1 „ 1,2 1,3 
= 3,4 2,8 
” , 
10 49,9 ,, keine Schwankungen 
11 59,8 ” ” 4 
12 34,1 „ 4,1 


Das Zustandekommen der Flimmerbewegung kann durch folgende 
schematische Überlegung verständlich gemacht werden. Denken wir 
uns zwei elementare Schwankungsbereiche I und II innerhalb eines 
Volumelementes von der Größenordnung des Auflösungsvermögens 
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gegeben (großes Quadrat in Abb. 3), in ihnen herrsche eine von der 
mittleren Dichte @ abweichende Dichte 9, und o,, in allen anderen 
Volumelementen nehmen wir der Einfachheit halber die konstante 
Dichte @ an, es soll eine ebene Welle E eintreten, dann entsteht 
in I und II eine Streustrahlung, die interferenzfähig ist. Die ge- 
streute Welle S soll in das Beobachtungsmikroskop fallen, wo sie 
entsprechend dem Wegunterschied A interferiert. Das ganze große 
Quadrat erscheint in einheitlicher Helligkeit und Farbe, die durch 


der Wellen wird ein anderer, und damit 
das groBe Quadrat in anderer Helligkeit und Farbe. In Wirklich- 
keit haben wir natiirlich viele solche elementaren Schwankungs- 
bereiche innerhalb des großen Quadrates anzunehmen, wodurch aber 
richts grundsätzlich Neues hinzukommt. Wir verstehen nun, daß 
die Flimmerbewegung nur bei einseitiger Dunkelfeldbeleuchtung zu- 
stande kommen kann. Sie gelingt z. B. nicht bei der sonst in der 
Ultramikroskopie mit Erfolg verwendeten allseitigen Dunkelfeld- 
beleuchtung, weil dann unter den gestreuten Wellen alle möglichen 
Phasenunterschiede vorkommen, unabhängig von der gegenseitigen 
Lage der Streuzentren. Liegen z. B. die einfallenden Wellen auf 
einem Kreiskegel wie beim Kardioid-Kondensor,-so sind für die zwei 
Streuzentren I und II immer 2 Strahlenpaare da (die senkrecht zur 
Verbindungslinie von I und II einfallenden Wellen), die keinen 
Gangunterschied gegeneinander erleiden. 

Krishnan’) hat -bei der ‚kritischen Opaleszenz binärer Ge- 
mische eine Anomalie des Depolarisationsgrades entdeckt, die er- 
klärt werden kann, wenn die elementaren Schwankungsbereiche 


1) K. 8. Krishnan, The Proc. of the Ind. Acad. of Se. 5. 8.577. 1937. 


| Ma 
| 
> den Wegunterschied A gegeben ist. Nach einer gewissen Zeit haben 
sich die Schwankungsbereiche I und II verlagert, der Wegunterschied 
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nicht mehr klein gegen die Wellenlänge des Lichtes sind. Er glaubt 
jedoch, daß es sich hierbei um einen Zustand handle, der zwischen 
dem grobdispersen Zustand der Kolloide und ‘dem molekular dis- 
persen Zustand liegt, da man mit dem Ultramikroskop im Gegen- 
satz zu den Kolloiden keine Inhomogenitäten feststellen könne. Die 
Möglichkeit der unmittelbaren Wahrnehmung der Schwankungen 
spricht, wie oben dargelegt wurde, ebenfalls dafür, daß in der Nähe 
des kritischen Punktes die elementaren Schwankungsbereiche Di- 
mensionen annehmen, die nicht mehr klein gegen die Wellenlänge 
sind. Es ist anzunehmen, daß die Schwankungen insbesondere auch 
langsamer verlaufen, wenn die Bereiche groß sind. Indessen liegt 
-. nach dieser Untersuchung kein Grund vor für die Annahme, daß die 
Schwankungsbereiche nicht so groß sein könnten wie die Teilchen 
bei Kolloiden. Denn nur bei allseitiger Dunkelfeldbeleuchtung sind 
keine Inhomogenitäten zu erkennen. -Bei der ultramikroskopischen 


a Untersuchung von Kolloiden mit allseitiger Dunkelfeldbeleuchtung 
& handelt es sich meistens um die Beobachtung einzelner Teilchen in 
hinreichend verdünnten Lösungen, wobei die Streuung am Einzel- 
Br teilchen entscheidend ist. Wenn die Teilchendichte größer wird, so 


daß schon die Interferenz der von benachbarten Teilchen gestreuten 
Wellen merklich zur Geltung kommt, wird die allseitige Dunkel- 
feldbeleuchtung ungünstig und versagt schließlich. 


München, Physikalisches Institut der Universität. 
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seperimentelle Untersuchungen über die : 
der Réntgenabsorptionskanten 

I. Die Feinstruktur der Ti K- Absorptionskante ae 
von Titan und einfachen Titanverbindungen Seagate 
Von E. Saur 
(Mit 12 Abbildungen) : 

Ausgeführt mit Mitteln der William G. Kerckhoff-Stiftung zu Bad. Nauheim ) 


I. Einleitung und Fragestellung 

Eine Reihe experimenteller Untersuchungen der letzten Jahre 
befaßte sich mit der Feinstruktur auf der kurzwelligen Seite der 
Röntgenabsorptionskanten), insbesondere der K-Absorptionskänten. 
Die Mehrzahl dieser Untersuchungen?) hatte sich den Nachweis der 
Gültigkeit oder der Gültigkeitsgrenzen für die von de Kronig?) 
gegebene Theorie dieser Erscheinungen zur Aufgabe gemacht. Diese 
Theorie geht aus von den Vorgängen bei der Bewegung von Elektronen 
im periodischen elektrischen Feld eines Kristallgitters und gilt daher 
für Metalle und Ionenverbindungen. Im periodischen elektrischen 
Feld eines Kristalles kann sich ein Elektron in einer bestimmten 
Richtung nur mit einer beschränkten Zahl von Werten der Geschwindig- 
keit bzw. Energie fortpflanzen. Die für das Elektron verbotenen 
_ Energiewerte sind für ein kubisches Kristallgitter gegeben durch die — 

(a? + + 7") ‚n 

Darin bedeuten: h die Plancksche Konstante, m die Masse des 
Elektrons, a die Gitterkonstante und n bzw. a, 8, y ganze Zahlen 
(letztere die Millerschen Indizes der verschiedenen Netzebenen). 

Ein. Röntgenquant mit einer Frequenz größer als die Kanten- 
frequenz des absorbierenden Elements kann von einem Atom nur 
dann absorbiert werden, wenn die Energie des austretenden Photo- 5 
elektrons in eine erlaubte Energiezone seiner Bewegungsrichtung im 
Kristallgitter fällt. Auf der kurzwelligen Seite der Hauptkante 
müßten also Frequenzgebiete aufeinander folgen, in denen die Absorption 

1) Vgl. die menfa de Darstellung von R. deL. Kronig, Handb. 
d. Phys. von Geiger-Scheel, 2. Aufl., Bd. XXIV, Tl. 2, Berlin 1933, S. 295. 

2) Ausführliche Literaturverzeichnisse bei J. Veldkamp, Diss. Groningen 


1984 und R. Smoluchowski, Diss. Groningen 1935. 
3) R. de L. Kronig, Ztschr. f. Phys. 70. 8. 317. 1931. 
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abwechselnd zwischen endlichen Werten und dem Wert Null schwankt. 
Da die Photoelektronen das Atom in allen möglichen Gitterrichtungen 
verlassen und da die Lage der verbotenen Energiezonen von der 
Gitterrichtung abhängt, bleiben nach de Kronig') nur solche Schwan- 
kungen der Absorption übrig, wie sie experimentell beobachtet werden. 
Die auf diese Weise gedeuteten Feinstrukturen erstrecken sich bei den 
meisten Kristallgittern auf ein Energiegebiet von einigen hundert e-Volt. 

Kossel?) hat schon vor einer Reihe von Jahren das Zustande- 
kommen einer Struktur der Röntgenabsorptionskanten damit erklärt, 
daß Elektronen aus den inneren Atomniveaus das Atom nach dem 
Absorptionsakt nicht zu verlassen brauchen, sondern Lücken in den 
äußeren Atomniveaus bzw. den im allgemeinen unbesetzten optischen 
Niveaus einnehmen. Die Hauptabsorptionskanten kommen nach dieser 
Vorstellung bei solchen Absorptionsvorgängen zustande, bei denen 
sich Elektronen aus den innersten Niveaus in das erste unbesetzte 
oder teilweise besetzte Niveau begeben. Die so erklärten Kanten- 
strukturen können sich nur auf einige e-Volt erstrecken. Sie sind 
bei einatomigen Gasen (Ar, Kr, X)?)*) und Dämpfen (Zn, Hg)*), bei 
denen die Deutung nach de Kronig versagt, tatsächlich in dem zu 
erwartenden Umfang beobachtet worden. Im allgemeinen Fall werden 
die nach Kossel und de Kronig gedeuteten Feinstrukturen zusammen 
auftreten, erstere in nächster Nähe der Hanptabsorptionskante, letztere 
in einiger Entfernung davon. 

Die bisher angestellten Nachprüfungen der Theorie von de K ronig 
sind nun so vorgenommen worden, daß die K-Absorptionskante einer 
Reihe von Elementen zwischen 19 K und 31 Ga und ihren Verbindungen 
mit einfachem Kristallgitter sowie die L-Absorptionskante- einiger 
Elemente zwischen 74 W und 79 Au aufgenommen wurden. Elemente 
mit demselben Gittertyp müssen ähnliche Kantenfeinstrukturen auf- 
weisen. Die nach (1) auf gleiche Gitterkonstante reduzierten Ab- 
stände entsprechender Schwankungen (Maxima und Minima) der 
Absorption von der Hauptkante müssen bei zwei solchen Elementen 
übereinstimmen. Die Struktur der K-Kante eines Elementes muß 
gleich sein der Struktur der L-Kante eines anderen Elementes mit 
demselben Gittertyp. Bei zweiatomigen Verbiudungen muß die 
Struktur der Kanten der beiden Elemente im Energiemaßstab voll- 
kommen übereinstimmen. Bei Untersuchungen dieser Art konnte 
die Theorie von de Kronig in den meisten Fällen quantitativ 


1) R.de L. Kronig, Ztschr. f. Phys. 75. S. 191, 468. 1932. 

2) W. Kossel, Ztschr. f. Phys. 1. $. 119. 1920. 

3) Vgl.D. Coster u. J.H. van der Tuuk, Ztschr. f. Phys. 37. S. 367. 1926. 
4) Vgl. J.D. Hanawalt, Physic. Rev. [2] 37.8.7158. 1981. 
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bestätigt werden, ausgenommen die Struktur in unmittelbarer Nahe 
der Hauptabsorptionskanten. 
Aufgabe der vorliegenden Untersuchung war es, auch an dem. 
bisher nicht untersuchten Element 22 Ti und seinen Verbindungen mit 
einfachem Kristallgitter die Theorie der Feinstruktur von de Kronig 
in der oben genannten Weise zu prüfen. Gegenüber den früher 
untersuchten Verbindungen sind diese in mehrfacher Hinsicht von 
Interesse. Einmal kann an der Ti K-Kante von Titandioxyd fest- 
gestellt werden, ob, die Untersuchung einer in verschiedenen Modi- 
fikationen kristallisierenden Verbindung ein Kriterium dafür liefert, _ 
wie weit die nach Kossel gedeutete Feinstruktur bei Absorptions- 
kanten von festen Körpern reicht. In Kantennähe müssen nach — 
Kossel die Feinstrukturen der Kanten solcher Verbindungen über- _ 2 
einstimmen, da es sich um Absorptionskanten desselben Elements 
mit derselben Wertigkeit handelt. In größerer Eutfernung von der 
Hauptkante müssen sich die Kantenstrukturen der einzelnen Modi- __ 
fikationen den verschiedenen Kristallstrukturen entsprechend unter- = N 
scheiden. Titandioxyd mit seinen drei Modifikationen Rutil, Bookit 
und Anatas erschien für eine solche Untersuchung besonders geeignet. 
Weiter ist die Untersuchung der Feinstruktur der K-Kante 
von 22 Ti noch im Hinblick auf eine neuere Arbeit von de Be; 
von Wichtigkeit, in der darauf hingewiesen wird, daß die Aufnahme 
der Absorptionskante von Elementen und Verbindungen im supra- — 
leitenden Zustand neue Beiträge zum Problem der Supraleitung — 
liefern könne. Beim Eintritt in den supraleitenden Zustand sollen 
Änderungen der Feinstruktur der Absorptionskante stattfinden. 
Nun sind neben dem Element Titan?) auch einige seiner Verbindungen, 
nämlich Titancarbid, Titannitrid und Titannitrid-Zirkonnitrid-Misch- _ 
kristall?), Supraleiter*) mit Sprungpunkten bei Heliumtemperaturen. | 
Die hier mitgeteilten Untersuchungen stellen daher eine Vorarbeit dar _ 
für das von deKronig vorgeschlagene Experiment, dessen Ausführung 
vom Verfasser im Verlaufe weiterer Untersuchungen geplant ist. 


1) R. de L. Kronig, Proc. Roy. Soc. London 152. S. 16. 1935. 
2) Vgl. W. Meißner, Ztschr. f. Phys. 60. S.181. 1930; W.J.deHaas u _ 
.M. van Alphen, Proc. Roy. Soc. Amsterdam 34. S. 70. 1931; W. Meißner, — 
. Franz u. H. Westerhoff, Ann. d. Phys. [5] 13. S. 555. 1932. 2 
3) Vgl. W. Meißner u. H. Franz, Naturw. 18. 8.415. 1930; Ztschr. f. Phys. a 
. 8.30. 1930; W. Meißner, H. Franz u H. Westerhoff, Ztschr. f. Phys. 
. 8. 521. 1932. eae 
4) Vgl. auch die zusammenfassenden Darstellungen von W. Meißner,  __ 
Handb. d. Experimentalphys. von Wien-Harms Bd. XI, Tl. 2, Leipzig 195. __ 
S. 295, 216 u. 218; sowie von K. Steiner u. P.Grassmann, Supralitungg, 
. Braunschweig 1937. S. 12 u. 15. ee 
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IL Experimentelles 
1. Versuchsanordnung 

Allgememes. Bei der Aufnahme der Feinstruktur der Réntgen- 
absorptionskanten muß die Apparatur zwei einander widersprechenden 
Forderungen gerecht werden. Die eine Forderung ist die nach 
gutem Auflösungsvermögen und großer Dispersion des Spektrographen; 
es sollen ja feinste Strukturen aufgelöst werden, die sich zudem nur 
auf einen kleinen Wellenlängenbereich erstrecken. Der zweite Punkt, 
der beachtet werden muß, ist die Lichtstärke der ganzen Anordnung; 
es handelt sich bei der Kantenfeinstruktur um lichtschwache 
Erscheinungen, verglichen etwa mit den Hauptkanten oder den Röntgen- 
spektrallinien. 

Die Forderung nach gutem Auflösungsvermögen und großer 
Dispersion wurde in dieser Arbeit erfüllt durch Anwendung eines 
Plankristallspektrographen mit Braggscher Fokussierung und großem 
Radius des Fokussierungskreises. Die geringe Lichtstärke eines 
solchen Spektrographen wurde zum Teil ausgeglichen durch Anwendung 
einer leistungsfähigen Hochspannungsanlage und einer hochbelastbaren 
Röntgenröhre. 

Von der Verwendung eines lichtstarken Spektrographen mit 
gekrümmtem Kristall!) wurde zunächst Abstand genommen, da die 
Steigerung der Lichtstärke gegenüber einem Plankristallspektrographen 
dabei- auf Kosten der Qualität der Aufnahmen erfolgt. Mit der 
Fokussierung der Strahlenbündel gleicher Wellenlänge durch einen 
gekrümmten Kristall sind unvermeidliche Öffnungsfehler verbunden. 
Die neuesten Konstruktionen ?) von Spektrographen mit gekrümmtem 
Kristall scheinen gute Aufnahmen von Kantenfeinstrukturen mit 
großer Lichtstärke zu ermöglichen. Entsprechende Versuche des ' 
Verfassers sind im Gange. , 

Spektrograph. Gemäß dem Weilenlängengebiet dieser Arbeit 
sowie einer Reihe geplanter Untersuchungen wurde der Plankristall- 
spektrograph als Hochvakuumspektrograph gebaut. Die Ausführung 
im einzelnen lehnte sich eng an eine frühere Konstruktion des Ver- 
fassers*) an. Lediglich der Radius des Fokussierungskreises wurde 
von 155,0 mm erhöht auf 245,3 mm. Der Feinspalt hatte eine 
Breite von 0,1 mm. Zur Fernhaltung des sichtbaren Lichtes der 

1) Vgl. die f: de Darstellung in A. H. Compton u. 
8. K. Allison, X-rays in theory and experiment, 2. edit., New York 1935. S. 750. 

2) Vgl. A. Sandstrém, Ztschr. f. Phys. 92. S. 622. 1934; Nova. Acta. Reg. 


Soc. Scient. Upsaliensis IV. 9. Nr. 11. 1935; N. G. Johnson, Diss. Lund 1939; 
E. Ingelstam, Rev. Scient. Instr. 11. 8. 160. 1940; V. H. Sanner, ies. 


Upsala 1941. 
3) E. Saur, Ztechr. f. Phys. 108. S. 421. 1936. 
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Glühkathode war er mit einer 4u dicken Al-Folie bedeckt. Diese 
absorbierte in dem untersuchten Wellenlängengebiet (um 2 ÄE) 
etwa 10°/, der auffallenden Strahlung. 

Alle hier mitgeteilten Aufnahmen wurden hergestellt mit einem 
ausgesucht guten Kalkspatexemplar. Die Auslese dieses Kristalles 
erfolgte auf röntgenspektroskopischem Wege unter einigen Muster- 
kristallen der Firma Dr. Steeg & Reuter, Bad Homburg, durch Auf- 
nahme des WL-Spektrums. Aus diesen Aufnahmen wurde auch 
der oben mitgeteilte genaue Wert des Abstandes Drehachse—Platte 
bestimmt. 

Rénigenréhre. Die Röntgenröhre war eine zerlegbare Glüh- 
kathodenröhre eigener Konstruktion aus Metall. Zur Steigerung der 
Lichtstärke wurde das Strichfokusprinzip angewandt. Die Neigung ‘der 
Anodenoberfläche gegen die Richtung Feinspalt—Kristall betrug 10°. 
Unter diesem Winkel verließ das Strahlenbündel die Anodenoberfläche 
streifend. Als Glühkathode diente eine Wendel von 10 mm Länge 
und 1 mm Durchmesser aus 0,2 mm dickem Draht. Durch einen 
passend geformten Richtzylinder wurde auf der Anode ein Brennfleck 
von etwa 2. 10 mm? erzeugt. Die Anode der Röntgenröhre konnte 
mittels eines Federungskörpers unter Vakuum in Richtung der 
Röhrenachse verschoben werden. Dadurch war es auf einfache Weise 
möglich, den Brennfleck der Röhre rasch auf seine günstigste Stellung 
zum Feinspalt einzujustieren. Glühkathode und Anode bestanden 
bei allen in dieser Arbeit wiedergegebenen Spektren aus Wolfram. 

Der geerdete Pol der Hochspannung lag an der Anode. Ihre 
Kühlung konnte daher direkt von der Wasserleitung aus erfolgen. Die 
Kathode der Röhre.war durch einen Porzellankonus vom geerdeten 
Röhrenkörper isoliert. Die Kühlung der Kathode, deren Spannung 
gegen Erde gleich der vollen Röhrenspannung war, erfolgte auf einem 
absichtlich langen Weg aus isolierendem Material ebenfalls von der 
Wasserleitung aus. Bei etwa 10 Meter einfacher Länge der Kühl- 
leitung betrug der Stromverlust durch die Kühlleitung etwa 1 mA/10kV. 

Röntgenröhre und Spektrograph wurden gemeinsam evakuiert mit 
einer dreistufigen Hg-Diffusionsluftpumpe aus Stahl. Die Vakuum- 
leitungen hatten an allen Stellen eine lichte Weite von mindestens 30mm. 
Das Vakuum wurde nicht gemessen, sondern nur mittels einer Hoch- 
frequenzentladung kontrolliert. Die Lebensdauer eines Glühfadens 
betrug normalerweise 500-800 Betriebsstunden. 

Hochspannungsanlagee Zum Betrieb der Röntgenröhre wurde 
eine Hochspannungsanlage mit Doppelweggleichrichtung benutzt. Der 
parallel zur Röntgenröhre liegende Glättungskondensator hatte eine 
Kapazität von 0,1 uF. Die Hochspannung wurde gemessen mittels 
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eines in kV geeichten Milliamperemeters mit großem Vorschaltwider- 
stand: Dieser letztere war aus Konstantandraht[in Form der sogenannten 
»Hochohmkordel“?)) hergestellt und auf genau 2-12,5 2 abgeglichen. 
Bei 1 mA GesamtmeBbereich des Milliamperemeters betrugen also 
die SpannungsmeBbereiche 12,5 und 25 kV. Die Hochspannung 
konnte mit einem vor dem Hochspannungstransformator liegenden 
Regeltransformator zwischen 0 und 25 kV stufenlos geregelt werden. 


2. Herstellung der Absorberschichten 

Fir die Aufnahme der Réntgenabsorptionskanten mit Fein- 
struktur ist die Dicke und Beschaffenheit der absorbigrenden Schichten 
von großer Bedeutung. Über die für Aufnahmen der Feinstruktur 
der Absorptionskanten bestgeeignete Schichtdicke gehen die Ansichten 
noch auseinander?)®).. Für die optimale Schichtdicke d, zur Aufnahme 
der Hauptabsorptionskanten hat Sandstrém‘) eine Beziehung ab- 
geleitet, die durch die Erfahrung°)®)?) gut bestätigt ist. Sie drückt 
aus, daß für diese Schichtdicke die Differenz zwischen den,zu beiden 
Seiten der Absorptionskante durchgelassenen Röntgenstrahlintensitäten 
ein Maximum sein muß und heißt allgemein EN ER 


Dabei bedeuten u, und u, die Absorptionskoeffizienten des Schicht- 
materials auf der langwelligen bzw. kurzwelligen Seite der Absorptions- 
kante. Mit Hilfe der universellen Absorptionsgesetze von Jönsson®) 
erhält man daraus speziell für die K-Kanten 
AE;z in E,— In E,, 


Darin bedeuten: Ex und E,, die Energieniveauwerte der K- bzw. 


L,-Kante*), o die Dichte, A das Atomgewicht und Z die Ordnungs- 
zahl des absorbierenden Elementes, L die Loschmidtsche Zahl 


1) Vgl. M. Renniger, Ztschr. f. Instrkde 55. S. 377. 1935. 
2) H.Swedenborg u. M. Claesson, Ann. d. Phys. [5] 28. S. 159. 1937. 
3) C. Kurylenko, Théses Paris 1939; Journ. de phys. et le Rad. 8. 
8. 133. 1940. 
4) A. Sandstrém, Ztschr. f. Phys. 65. S. 632. 1930. 
5) A. E. Lindh, Ztsehr. f. Phys. 63. 8. 106. 1930. 
6) J. Palacios u. M. Velasco, An. Soc. Espaii. Fisic. Quim. 29. 8. 126. 1931. 
9) A, Sandström, Nova. Acta. Reg. Soc. Scient. Upsaliensis IV, 9. 
Nr. 11. 1935. 
8) E. Jénsson, Diss. Upsala 1928, 
9) Vgl. M. Biegbahn, Spektroskopie der Röntgenstrahlen, 2. Aufl. Ben 
1931. S. 346, 
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sind bei Jönsson!) und Siegbahn?) aufgeführt. Für die hier 
untersuchten Elemente 22 Ti und 26 Fe erhält man nach (3) Schicht- 
dicken von 7,1u(3,2 mg Ti/cm?) bzw. 6,7 u (5,2 mg Fe/cm?). Diese 
Schichtdicken sind bei den mitgeteilten Aufnahmen angewandt worden. 
Bei chemischen Verbindungen wurde die Schichtdicke so gewählt, 
daß der effektive Gehalt am reinen Element den oben genannten 
Zahlen gleichkam. 

Die Mehrzahl der früheren Arbeiten über die Feinstruktur der 
Absorptionskanten ist an Stoffen (meist metallischen Elementen und 
Legierungen) ausgeführt worden, die durch einfaches Auswalzen 
leicht zu Absorberfolien mit der optimalen Dicke verarbeitet werden 
konnten. Bei den hier untersuchten, nur in feingepulverter Form 
verfügbaren Stoffen mußten zur Herstellung von Absorberschichten 
mit möglichst gleichmäßiger Dicke andere Wege beschritten werden. 
Das Verfahren zur Herstellung dieser Schichten wurde bei Vorver- 
suchen an sehr feinkörnigem Carbonyleisenpulver ausgearbeitet und 
durch Vergleich mit gewalzten Eisenfolien geprüft. Die Herstellung 
der Schichten erfolgte durch Aufschwemmen einer abgewogenen 
Substanzmenge in einer hochverdünnten Zaponlacklösung. Nach dem 
Absetzen der Substanz auf einer Al-Folie von 4 Dicke wurde die 
Flüssigkeit entfernt und die Schicht getrocknet. Die so erhaltenen 
Schichten sind sehr gleichmäßig und gut zu handhaben. In Ab- 
schnitt III, 1 wird gezeigt, daß die Feinstruktur der Absorptions- 
kante der aus Carbonyleisenpulver hergestellten Schichten mit etwa 
5,5 mg Fe/cm? vollkommen übereinstimmt mit derjenigen von gewalzten 
Folien aus Elektrolyteisen von etwa 7 Dicke. 


3. Gang und Auswertung der Aufnahmen 

Für die Aufnahmen wurden die Absorberschichten mit ihren 
Trägerfolien aus Al an irgendeiner Stelle zwischen Feinspalt und 
Kristall in den Strahlengang des Spektrographen gebracht, meist 
direkt auf den Feinspalt gelegt. Auf Grund der Erfahrungen von 
Swedenborg und Claesson°) dienten Perutz-Silbereosin-Platten als 
Aufnahmematerial. Wegen ihrer dicken und silberreichen Emulsions- 
schicht sind diese Platten in dem untersuchten Wellenlängengebiet 
bei mittlerer Korngröße ein sehr empfindliches Negativmaterial. 

Zur Erzeugung der kontinuierlichen Strahlung in der Röntgen- 
röhre wurde eine Spannung benutzt, die einige hundert Volt unter der 
doppelten Anregungsspannung für die Wellenlänge der Absorptions- 


1) E.Jönsson, a.a. O. S. 99. 
2) M. Siegbahn, a. a. O. 8. 470. 
3) H. Swedenborg u. M. Claesson, a.2.0. - 
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kante lag, also etwa 9,9 kV für die K-Kante von 22 Ti und 14,2 kV 
für diejenige von 26 Fe. Auf diese Weise konnte eine Überlagerung 
durch Röntgenstrahlung von der halben Wellenlänge sicher vermieden 
werden. Eine solche Strahlung würde in zweiter Ordnung in die 
Umgebung der Absorptionskante reflektiert und den Nachweis der 
Feinstruktur erschweren. Die Belichtungszeit für eine gut exponierte 
Aufnahme lag bei diesen Röhrenspannungen und bei etwa 50 mA 
Röhrenstrom unter Anwendung der oben genannten Absorber-Schicht- 
dicken zwischen 120 und 150 Stunden. 

Die Absorberschichten befanden sich während der Aufnahme 
durchweg auf Zimmertemperatur. Abkühlung der Schichten auf die Tem- 
peratur der flüssigen Luft bringt nach Swedenborg und Claesson') 
sowie Kurylenko?) nur eine unwesentliche Zunahme der Schärfe der 
einzelnen Komponenten der Feinstruktur und außerdem eine Ver- 
schiebung derselben nach (1) infolge Gitterkonstantenverringerung. 

Die Auswertung der Aufnahmen erfolgte mit Hilfe des licht- 
elektrischen Registrierphotometers von Zeiss, und zwar im all- 
gemeinen mit dem Übersetzungsverhältnis 1:5. Nur die Vergleichs- 
aufnahmen an der gewalzten Fe-Folie und an der Fe-Pulverschicht 
wurden außerdem mit dem Übersetzungsverhältnis 1:10°) photometriert. 
Die Ausmessung der Photometerkurven geschah mit einem zum 
Photometer gehörenden Koordinatenmeßapparat. Die so erhaltenen 
Abstände der Maxima und Minima der Feinstruktur von der Haupt- 
kante konnten dann mit den bekannten Werten für das Übersetzungs- 
verhältnis und die Dispersion leicht in die Wellenlängenskala (XE) 
und in die Energieskala (eV) umgerechnet werden, letzteres nach der 
Beziehung 


(4) AVey = 1241: 108m Aixe- 


Die Werte der Dispersion und des Umrechnungsfaktors C, für die Ab- _ 
sorptionskanten von 22 Ti und 26 Fe sind in Tab. 1 wiedergegeben. 


Tabelle 1 
Dispersion und Umrechnungsfaktor C, für die K-Absorptionskanten 


von 22 Ti und 26 Fe 


ment | Wellenlänge der K-Kante | Dispersion | Umrechnungsfaktor. C, 
| in XE in XE/mm in eV/XE 

Ti | 24922 11,26 2,00 

26 Fe || 1739,4 11,82 4,10 


1) H. Swedenborg u. M. Claesson, a. a. O. 

{ 2) C. Kurylenko, a. a, O. 
3) Wegen Verkleinerung bei der Reproduktion sind die Ubersetzungs- 
verhiltnisse der hier wiedergegebenen Photometerkurven genau 1:2 bzw. 1:4. 
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III. Ergebnisse 
1. Metallisches Eisen 


Wie in Abschn. II,2 erwähnt, dienten Aufnahmen der bereits 
wiederholt!)?) untersuchten Feinstruktur der Fe K-Kante als Prüfung 
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Abb. 1. Fe K-Absorptionskante, aufgenommen an einer 7 u dicken, 
gewalzten Elektrolyteisen-Folie. 

a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:4 
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Abb. 2. Fe K-Absorptionskante, aufgenommen an einer Carbonyleisen- 
Pulverschicht mit 5,5 mg Fe/cm?. 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:4 


1) Vgl. J. D. Hanawalt, Ztschr. f. Phys. 70. S. 293. 1931; D. Coster u. 
J. Veldkamp, Ztschr. f. Phys. 74. S.191. 1932; J. Veldkamp, Ztschr. f. Phys. 
77. 8. 250. 1932; 82. S. 776. 1933; W.S. Sjoerdsma, Physica 4. S. 29. 1937; 
D. Coster u. H. Levi, Physica 6. S. 44. 1939. 

2) J. Veldkamp, Diss. Groningen 1934. 
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des Verfahrens zur Herstellung der absorbierenden Schichten. Abb. 1a 
ist die 2-fach vergrößerte Wiedergabe der Originalaufnahme an einer 
7 u dicken Fe-Folie (Elektrolyteisen, gewalzt), Abb. 1b die zugehörige 
Photometerkurve mit dem Übersetzungsverhältnis 1:4. Abb. 2 zeigt 
dasselbe, aufgenommen an einer Carbonyleisen-Pulverschicht mit 
5,5 mg Fe/cm?. Wie ein Vergleich der Aufnahmen und der Photo- 
meterkurven zeigt, sind die an beiden Schichten erhaltenen Fein- 
strukturen identisch. Daß die Feinstrukturen auch quantitativ über- 
einstimmen, zeigt Tab. 2, in der die Abstände der Maxima und 
Minima von der Absorptionskante für beide Schichten zusammen- 
gestellt und mit den Werten von Veldkamp!') verglichen sind. Die 
Abstände sind in dieser und den nachfolgenden Tabellen im Wellen- 
längenmaß (4/4 in XE) und im Energiemaß (AV in eV) angegeben. 
Allgemeinem Brauch folgend, werden auch in dieser Arbeit die 
Maxima der Feinstruktur mit kleinen griechischen Buchstaben, die 
Minima mit großen lateinischen Buchstaben bezeichnet. 

Innerhalb der Fehlergrenzen stimmen die drei Messungen gut 
miteinander überein. Der Unterschied zwischen den hier gemessenen 
AV-Werten undden aus Veldkamp zitierten ist nur scheinbar, daVeld- 
kamp einen größeren Wert (nämlich 4,26 eV/XE) fiir den Umrechnungs- 
faktor C, zugrunde gelegt hat, als mit den neuesten Werten?) für die 
atomaren Konstanten vereinbar ist. Durch die Aufnahme der FeK- 
Kante ist bewiesen, daß die hier benutzten Pulverschichten einwandfreie 
und reproduzierbare Feinstrukturen der Absorptionskanten ergeben. 


PER Tabelle 2 
Abstände der Maxima und Minima von der Fe K-Absorptionskante 
bei metallischem Eisen 
Maximum Elektrolyt- m Fe-Folie, 
— Fe-Folie 7 u Carbonyl-Fe 5,5 mg/em Veldkamp’) 
Minimum | 4) in XE| 4VineV| 42 in XE | 4V in eV | 4iin XE| AV in eV 
K 0 10 0 10 0 | 10 
- 31 22,7 - 30 22,3 - | = 
<-, —52 | 31,4 — 5,2 31,4 - 4,7 30 
| 49 — 83 43 —10,4 54 
-156 | 74 -15,2 72 71 
-18,5 6 —-184 85 -18,2 88 
a —21,6 98 —21,6 98 — 20,8 99 
|-80 | 13 -24,8 12 10-246 | 115 
—29,2 130 — 28,6 127 —29,2 135 
ee e | —33,3 146 —33,3 146 — 33,8 154 
| 407 177 —40,1 175 — 40,2 182 
—51,4 221 - 49,8 215 — 49,3 221 


1) J. Veldkamp, Diss. Groningen 1934. 
2) Vgl. F. Kirchner, Ergebn. d. exakt. Naturwissensch. 18. S. 26. 1929. 
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2. Metallisches Titan und einfache Titanverbindungen 
Neben metallischem Titan [hexagonal, dichteste Kugelpackung })] 


wurden untersucht: die isomorphen Verbindungen Titancarbid TiC?) 
und Titannitrid TiN *) (kubisch, Steinsalz-Typ)*), ferner Titandioxyd TiO, 


- 
Vrs 

a) 3 
Abb. 3. Ti K-Absorptionskante von TiC. __ = 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 
8 8 
A 
| 
a 
>A K - >A 
a) b) 
Abb. 4. Ti K-Absorptionskante von TiN. __ 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 
1) Strukturbericht Bd. I, S. 53, Leipzig 1931; Bd. II, S. 181, Leipzig 1937. 
2) Strukturbericht Bd. I, S. 144. 1931; Bd. II, S. 238. 1937. W. Dawihl 
u. W. Rix, Ztschr. f. anorg. u. allg. Chem. 244. S. 191. 1940. 
3) Strukturbericht Bd. I, S. 138. 1931; W. Dawihl u. W. Rix, a.a.O. 
4) Herrn Dr. W. Dawihl (Studienges. £. elektr. b. H. Berlin) 
danke ich für die Überlassung der beiden Präparate. : 7 


j 


| 
n 
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Gt Tabelle 3 
3 Sui Abstände der Maxima und Minima von der Ti K-Absorptionskante 3 
bei Titancarbid und Titannitrid 
But TiC (a = 4,31 AE) | TiN (a = 4,23 AE) 
bzw. | | | | 4,23\* 
Minimum | 4i in XE | AVineV | 4/1 in XE|4V in eV | 4V- (3) eV 
| | fi 
7,9 158 | _ 
Bw : 3,4 - 6,8 5,6 -11,2 -10,8 
+ ae 0 0 0 0 0 
a - 23 46 - 3,4 6,8 6,6 
B - 67 13,4 - 68 13,6 13,1 
ß -15,7 31,4 —16,9 33,8 32,6 
c — 24,8 49,6 —24,8 49,6 47,8 
Y -31,5 63,0 33,8 67,6 65,1 
D —36 | 72 —37 74 71,5 
ö —42 84 —44 88 84,5 
E -47 94 -49 98 94,5 
& | —64 108 -5 | 110 106 
118 -60 | 120 116 
—64 | 128 | -68 | 186 131 
G -3 | 46 | —77 | 154 148 
q | i172 | -ss | | 170 
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in den drei Modifikationen Rutil [tetragonal, Rutil-Typ)], Brookit 
[rhombisch, Brookit-Typ?\] und Anatas [tetragonal, Anatas-Typ®)). 

Die an Titancarbıd und Titannitrid erhaltenen Ergebnisse sind 
in Abb. 3 und 4 sowie in Tab. 3 wiedergegeben... Schon ein Ver- 
gleich der beiden Originalaufnahmen zeigt die Ähnlichkeit der beiden 
Feinstrukturen. Um auch quantitative Übereinstimmung zu erhalten, 
müssen die im Energiemaß gemessenen Abstände der Maxima und 
Minima von der Kante nach Gl. (1) auf einheitliche Gitterkonstante 
reduziert werden. Als Bezugsgitter wurde hier dasjenige von TiC 
[Gitterkonstante a = 4,31 ÄE)] gewählt. Auf dieses Gitter werden 
die Abstände der TiK-Kante von TiN [a= 4,23 AE‘)] durch 
Multiplikation mit (aan) umgerechnet. Diese Reduktion ist in der 
letzten Spalte von Tab. 3 für den quantitativen Vergleich in Abschn. IV 
bereits durchgeführt. 


Die Ergebnisse an Rutil und Brookit zeigen Abb. 5 und 6, sowie 
Tab. 4. Die Feinstrukturen stimmen weitgehend überein, was bei 
der Verschiedenheit der Kristallstrukturen zunächst überrascht (vgl. 
dazu Abschn. IV). 


> 1) Strukturbericht Bd. I, 8. 155 u. 204. 1931. 
2) Strukturbericht Bd. I, 8. 778. 1931; Bd. II, S. 14 u. 265. 1935. 
3) Strukturbericht Bd. I, 8. 158 u. 206. 1931. 


4) W.Dawihlu. W. Rix, a. a. O. 


Jd 
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Abb. 5. Ti K-Absorptionskante von Rutil (TiO,, tetragonal). 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


- r- A 


a) 

Abb. 6. Ti X-Absorptionskante von Brookit (TiO,, rhombisch. Bi 
a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 


a) b) 
Abb. 7. Ti K-Absorptionskante von Anatas (TiO,, tetragonal). 
a) Originalaufnalnme 2-fach vergrößert, b) Photometerkurve 1:2 
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Tabelle 4 


Abstinde der Maxima und Minima von der Ti K-Absorptionskante 


bei Rutil und Brookit 


Abb. 8. 


Ti K-Absorptionskante von 
synthetischem TiO, (Riedel- 
de Haén). Photometerkurve 1:2 


a) 


— TiO,, Rutil TiO,, Brookit 
ZW. | 
Minimum 41 in XE AV in eV Akin XE | 4Vin eV 
A’ 5,9 -11,8 5,2 -10,4 
K 0 -0 0 0 
- 50 10,0 | 8,2 
en - 17 15,4 | - 7,4 14,8 
B -11,0 22,0 21,6 
8 — 16,0 32,0 | 
-18,0 36 | 
y -225 | 45 —22,1 44 
D —316 | 63 — 38,9 78 
5 -61,4 | 123 —61,0 122 
E -72,5 145 77,4 155 


wh 


K 
b) 

Abb. 9. Ti K-Absorptionskante 

von metallischem Ti. 

a) Originalaufnahme 2-fach vergrößert, 

b) Photometerkurve 1:2 


Tabelle 5 


Abstände der Maxima und Minima von der Ti K-Absorptionskante 
bei Anatas und synthetischem Titanoxyd (Riedel-de Haén) 


Maximum | TiO,, Anatas 
bzw. - — 
r Minimum =. in XE 4V in eV 
A | 5,2 -10,4 
K | 0 0 
A 34 6,8 
B — 99 19,8 
p — 20,0 40 
c -396 | 79 
118 
D -78 | 156 


TiO,, synthet. (Riedel-de Haén) 
4A in XE AV in eV 
5,2 —10,4 
0 0 
— 3,6 7,2 
— 5,9 11,8 
-10,8 21,6 
— 20,0 40 
—40,3 81 
—63 126 
| -79 158 


- = 
= 
; 
i 
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Gegenüber Rutil verschieden, abgesehen von unmittelbarer Kanten- 
nähe, ist die Feinstruktur der Ti K-Kante von Anatas in Abb.7 und 8, 
sowie Tab. 5, aufgenommen an natürlichem Anatas und an synthe- 
tischem TiO, (Riedel-de Haén) mit Anatasgitter. Untereinanderstimmen 
diese beiden Feinstrukturen gut überein. 

Die Feinstruktur der K-Kante von metallischem Titan (Abb. 9, 
Tab. 6) läßt sich wegen der hexagonalen Gitterstruktur mit keiner der 
hier untersuchten Feinstrukturen vergleichen. Das Titanpräparat, mit 
dem die hier wiedergegebene Aufnahme hergestellt wurde, enthielt 
etwa 2°/, Verunreinigungen. Bei der großen Reaktionsfähigkeit des 

Tabelle 6 


Abstände der Maxima und Minima von der Ti K-Absorptionskante 
bei metallischem Titan (Pulverschicht) 


metallisches Titan | Men metallisches Titan 


| 4V in eV | Minimum | 4i in XE | 4Vin eV 
| 50 100 
118 

146 

170 
| 200 


Titans mit Sauerstoff, Stickstoff und Kohlenstoff bestand ein geringer 
Teil des Präparates wahrscheinlich aus Titanoxyden, Titannitrid und 
Titancarbid. Eine Nachprüfung an reinstem Titan ist im Gange. Da 
Titan nach dem Verfahren von van Arkel und de Boer’) durch Zer- 
setzung des Jodids aus der Gasphase auch in duktiler Form hergestellt 
und zu dünnen Folien ausgewalzt werden kann, erscheint es für das von 
de Kronig vorgeschlagene Experiment an supraleitenden Absorber- 
schichten besonders geeignet. 


IV. Diskussion 
Für die Diskussion der Ergebnisse auf Grund der Theorien der 
Feinstruktur der Absorptionskanten von de Kronig und Kossel | 
werden die untersuchten Stoffe zweckmäßig in zwei Gruppen unterteilt. 


1. Chemisch verschiedene Stoffe mit gleichem Gittertyp 

In Abb. 10 sind die Abstände der Maxima und Minima der Fein- 
struktur der Ti K-Kanten der beiden isomorphen Verbindungen TiC 
und TiN im Energiemaßstab (eV) dargestellt. Die Abstände bei TiN 
sind auf das Gitter von TiC umgerechnet (vgl. Tab. 3). Innerhalb der 
Genauigkeit, mit der die Lage der Maxima und Minima aus dn 
Photometerkurven entnommen werden kann, stimmen die beiden 


1) Vgl. A. E. van Arkel, Reine Metalle, Berlin 1939, S. 181. 


| 237 
bzw. 
Minimum || 44 in XE 
| K | 0 
| A - 54 
- 10,6 
B — 14,9 
8 — 25,0 
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Abb. 10. Abstiinde der Maxima und Minima in eV 
von der Ti K-Absorptionskante bei TiC und TiN 
(letztere umgerechnet auf das Gitter von TiC, vgl. Tab. 3) 


| 17% Antes 


® 


& 


30 
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Abb. 11. Abstände der Maxima und Minima in eV 
von der Ti K-Absorptionskante bei TiO, (Anatas) und TiO, (synthetisch) 


aK 


| 


Abb. 12. Abstände der Maxima und Minima in eV 
von der Ti K-Absorptionskante bei TiO, (Rutil) und TiO, (Brookit) 
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Feinstrukturen quantitativ überein, allerdings nur dann, wenn man 
die beiden Hauptkanten nicht genau zusammenfallen läßt. Diese 
Tatsache wurde von Veldkamp') bereits früher bei Metallen beob- 
achtet und mit dem verschieden großen inneren Potential derselben 
erklärt. Die inneren Potentiale der von ihm untersuchten Metalle 
waren zum Teil aus Untersuchungen des lichtelektrischen Effektes 
und aus Elektroneninterferenzaufnahmen bekannt. 

In derselben Art der Darstellung zeigt Abb. 11 die Ergebnisse 
der Untersuchung an der isomorphen Gruppe TiO,, Anatas und 
TiO,, synthetisch. Hier herrscht befriedigende Übereinstimmung, 
ohne daß verschiedene Werte für das innere Potential der beiden 
Präparate angenommen werden müßten. 

Die an Rutil [tetragonal; a=4,492 AE, c=2,893 AK, 2 Moleküle 
pro Zelle?)] und Brookit [rhombisch; a = 9,20 AE, b = 5,44 AK, 
c=5,14 AE, 8 Moleküle pro Zelle®j]erhaltenen Feinstrukturen der 
TiK-Kante (Abb. 12) sind, abgesehen von den beiden Minima D 
und E, einander gleich. Man kann das verstehen, wenn man beachtet, 
daß Brookit ein annähernd tetragonales Gitter hat, dessen Achsen- 
verhältnis mit dem des Rutilgitters nahezu übereinstimmt. Die größeren 
Abmessungen der Elementarzelle werden durch die höhere Atomzahl 
pro Elementarzelle ausgeglichen. 


2. Chemisch identische Stoffe mit verschiedenem Gittertyp 


Aus Aufnahmen an verschiedenen kristallinen Modifikationen 
eines Stoffes kann entnommen werden, wie weit im Energiemaßstab 
die nach Kossel gedeutete Feinstruktur der Absorptionskanten im 
festen Körper reicht, wo ihr ja immer die nach de Kronig gedeutete 
Feinstruktur überlagert ist. Aus den Aufnahmen an TiO, in den 
verschiedenen Modifikationen Rutil, Anatas und Brookit findet man, 
daß die Feinstruktur bis zum Minimum B unabhängig vom Gittertyp 
gleich ist. Die Kosselsche Feinstruktur erstreckt sich also auf 
etwa 20 eV von der Kante aus nach der kurzwelligen Seite. Dieser 
an festen Körpern erhaltene Wert ist in guter Übereinstimmung mit 
den an einatomigen Gasen‘) und Dämpfen°) gewonnenen Daten. 

Die Untersuchungen an einfachen Verbindungen von Titan be- 
stätigen also die Richtigkeit der beiden Auffassungen von Kossel 
und de Kronig über die Deutung der Feinstruktur der Röntgen- 
absorptionskanten. 


te 
1) J. Veldkamp, a. a. O. gate, 


2) Strukturbericht Bd. I, S. 155 u. 204. 1931. 

3) Strukturbericht Bd. I, S. 778. 1931; Bd. II, S. 14 u. 265. 1937. 

4) D. Coster u. J.H. van der Tunk, a.a.0.; J.D. ne: 2.0. 
5) J. D. Hanawalt, a.a. O. 
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V. Zusammenfassung 


1. Es wird eine Anordnung zur Aufnahme der Feinstruktur von 
Röntgenabsorptionskanten beschrieben, bestehend aus Hochvakuum- 
Plankristallspektrograph, Glühkathodenröntgenröhre und Hochspan- 
nungsanlage. 

2. An Aufnahmen der Fe K-Absorptionskante wird gezeigt, daß 
die an Pulverschichten geeigneter Herstellung und passender Dicke 
gewonnene Feinstruktur quantitativ übereinstimmt mit der an ge- 
walzten Folien erhaltenen Feinstruktur. 

3. Die Feinstrukturen der Ti K-Absorptionskanten der isomorphen 
Gruppen TiC und TiN sowie TiO, (Anatas) und TiO, (synthetisch) 
stimmen quantitativ überein. Auch die Feinstrukturen der Ti K-Ab- 
sorptionskanten von TiO, (Rutil) und‘ TiO, (Brookit) sind einander 
weitgehend gleich. Damit ist die Gültigkeit der Theorie von deKronig 
für die Feinstruktur der Ti K-Absorptionskante dieser Gruppen nach- 
gewiesen. 

4. Bei allen untersuchten Verbindungen TiO, verschiedener 
Modifikation ist. die Feinstruktur der Ti K-Absorptionskante un- 
abhängig vom Gittertyp gleich bis zu etwa 20 eV Abstand von der 
Ti K-Absorptionskante. So weit reicht die nach der Theorie von 
Kossel erklärte Feinstruktur der Ti K-Absorptionskante. 

5. Für das von de Kronig vorgeschlagene Experiment der Auf- 
nahme von Feinstrukturen der Röntgenabsorptionskanten an supra- 
leitenden Elementen und Verbindungen sind von den hier unter- 
suchten Substanzen geeignet: Ti, TiC und TiN. 


Zum Schluß danke ich Herrn Prof. Dr. G. Joos herzlieh für die 
Bereitstellung der Institutshilfsmittel und sein förderndes Interesse 
an diesen Untersuchungen, ebenso meiner Frau für ihre tatkräftige 
Hilfe bei den langwierigen Belichtungen. 

Ein Teil der Apparate wurde aus Mitteln der William G. Kerck- 
hoff-Stiftung zu Bad Nauheim beschafft, wofür auch an dieser Stelle 
bestens gedankt sei. 


Göttingen, Zweites Physikalisches Institut der Universität, 
Oktober 1942. 
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